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Zusammenfassung: Der Autor kritisiert den Vor-  der beidenn-dimensionalen Vektoren.. reduziert.

schlag von Mantyk (2005), Korrelation und Regres- Insbesondere ist der explizite Zugriff auf die Stan-
sion Uber die Lagebeziehung zweier Vektoren im n- dardabweichung nicht notwendig. Auch die mitun-
dimensionalen Raum einziiren. ter schwer nachvollziehbare Bevorzugung der verti-
kalen Abstandsquadrate im zweidimensionalen Kon-
text steht auf den-dimensionalen Schiene an keiner

1 Vorbemerkun
g Stelle zur Diskussion” (Mantyk, 2005, S. 17)

Als ehemaliger Stochastikschulbuch- und SiS-Autor
und vor Jahren aus dem Schuldienst entlassener Ma- .
thematiklehrer schaue ich immer wieder einmal mit 3 Wasals Lineare Algebra?

nostalgischem Blick in diese Zeitschrift, zuletzt in \as ist das, was hier die Schiiler als angewandte Li-
Heft 3 des Jahres 2005. Meine leise Hoffnung auf neare Algebra lernen? Statistik? Wohl kaum: Es geht
didaktische Anregungen fur meine eigene Statistik- namiich uberhaupt nicht um statistische Probleme,
lehre fur Psychologiestudenten an der Universitat gtwa das der linearen Regression und Korrelation:

erregte aber trotz seines statistikfernen Titels der au-ginfach (namlich linear) und moglichst gut (namlich:
genscheinlich ernsthaft didaktisch motivierte Beitrag mjt jm Schnitt moglichst geringen - zur Not: qua-

von Mantyk (2005) meine Aufmerksamkeit. drierten — Fehlern) Vorhersagen oder Wetten fiir die
VariableY machen? Und was bringt das im Vergleich
2 Statistik alsLineare Algebra zur blinden Wette au¥ ohne Kenntnis vorX? Kei-

ne Rede von solchen echten statistischen Problemen!
Stattdessen Ersatzprobleme der Form: Welchen “Ab-
stand” haben zwei unanschauliche Vektorenrim
dimensionalen Raum? Die formal-abstrakte Struk-
turgleichheit von Problem und Ersatzproblem ist kein
vernunftiger Grund, den Unterricht statt am Problem
am Ersatzproblem zu orientieren. “Statistik” hat hier
Die ann Beobachtungseinheiten erhobenen und je-soviel Problemcharakter wie die friheren “eingeklei-
weils ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf den deten” Aufgaben, in denen der Mathematiklehrer sei-
Mittelwert O zentrierten Merkmalsvariablen (“Lis- ne Schiler die von ihm versteckte Strukturgleichheit
ten”) X undY lassen sich im durch dieFalle aufge-  von im Unterricht gelehrtem mathematischem Mo-
spanntem-dimensionalen (euklidischen) Raum als dell und abstrahiertem Realitatsausschnitt nachent-
Ursprungsvektoren auffassen. Dann lasst sich derdecken lie3. Es gibt aber keinen guten Unterricht
Regressionskoeffizient vovi auf X als “Modifika- ohne echte Problemorientierung, auch keinen guten
tionsfaktor” m einfiihren, definiert durch das Lot des Statistikunterricht. Und es vermittelt dem Schuler ein
Vektorsy auf den Vektok, also als Losung der Auf-  falsches Bild, wenn eine Disziplin unabhangig von
gabe “suchen so, dasgy — mX| minimal ist”, eben-  den Problemen dargestellt wird, deretwegen sie sich
so wie der Korrelationskoeffizient vad undY als Uberhaupt entwickelt hat. Unterricht wird so “sinn-
“Proportionalitatsmaf’, namlich als Cosinus des los”.

Winkels zwischerX undy . Diese zunachst nur tber

die Lagebeziehungen (“Abstand”) zwischen den E!mr?t man der;] ;/ors;:hlzg vont I;/Iarltytk fmrslt’ Eo
dimensionalen Vektorexiundy motivierten Konzep- onnte man auch das fundamentale statisische Kon-

te lassen sich dann — uUbertragen auf den durch dig€Pt des Mittel- oder Durchschnittswertds von

beiden VariablerX undY aufgespannten zweidimen- n-Daten in einer VariablerX einfuhren ber die

sionalen Raum mit den Beobachtungseinheiten als Prdqjektlor_l delsn-dlmeknsllhor;s_len \Gektolrzﬁ_’ iuftdenkt
Punktwolke — im ublichen Sinne reinterpretieren. r-dimensionaien winkeihalbierenden Einheltsvextor

1: Kaum ein Schiler wiirde so ein angemessenes
Regression und Korrelation werden bei dieser Verstandnis dieser grundlegenden statistischen Be-
“Einfuhrung” “komplett auf die Lagebeziehungen grifflichkeit entwickeln.

Sein Vorschlag: Es bestehe die “realisierbare
Maoglichkeit”, die Themen Regression und Korrela-
tion aus der in der Schule von Zeitknappheit und
tbriger Stofffulle bedrohten Beschreibenden Statis-
tik im Rahmen der Linearen Algebra einzufuhren.
Und zwar in etwa so:
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4 Allenfalls umgekehrt! durchschnittlichen betragsmafRigen Prognosefehlers

Kodnnte die von Mantyk skizzierte vektorielle Inter- gibt, mag Fja”r_‘ spater Tros_t sein - ebt_an_so wie die X
pretation von Regression und Korrelation (in Jahr- post-Legitimation quadratischer Statistik durch die

gangsstufe 12) umgekehrt eine sinnvolle Erganzung(madratISChe Strukiur der Normalverteilung.)

fur einen "konventionellen”, namlich an der Idee ei- |n diesem Zusammenhang dirrfte es dann fir die
ner optimalen linearen Prognose vndurchX —  gchiiler eine verbluffende Entdeckung im auf Sta-
nicht etwa an der abwegigen Idee der Approxima- tistik riickblickenden Unterricht tber Lineare Alge-
tion einer Punktwolke durch eine Gerade — orientier- g sein, dass das Quadratische der traditionellen
ten Unterricht Uber Regression und Korrelation (in Regressions- und Korrelationsstatistik letztlich Pen-
Jahrgangsstufe 11) sein? Vielleicht — und zwar ausgant der quadratischen Struktur unseres euklidischen
folgenden Griinden: Raumes ist — Pythagoras lasst griiRen.

a. Legitimation des Quadratischen b. Ein knackiges Aha-Erlebnis

Wer sich im konventionellen Statistikunterricht am Das aber sollte man die Schiler dann tunlichst
grundlegenden Konzept der Vorhersage oder Wet-selbst entdecken lassen, indem man die vektoriel-
te orientiert, dem wird es zum Problem, warum die le Darstellung von auf dem Mittelwert O zentrier-
zu minimierenden durchschnittlichen Vorhersagefeh- ten Merkmalsvariablen inn-dimensionalen Raum
ler in der Ublichen Statistik nicht betragsmalfiig, son- untersuchen und dort nach geometrischen Interpre-
dern quadratisch zahlen. (Die “vertikalen Abstands- tationen der aus dem prognoseorientierten Kleinst-
quadrate” werden dem prognoseorientierten Statis-Quadrate-Statistikunterricht bekannten Konzepte su-
tikunterricht — anders als im obigen Zitat von Man- chen lasst, dies dann allerdings viel ausfuhrlicher als
tyk unterstellt — nicht zum Problem, weil sie “verti- von Mantyk skizziert — insbesondere fur die die mitt-
kal”, sondern nur, weil sie “Quadrate” sind.) Warum leren quadratischen Vorhersagefehler charakterisie-
um Gottes willen soll denn ein Prognosefehler vom renden oder vergleichenden Konzepte: Varisinei-
Ausmal’ 2 soviel zahlen wie vier Prognosefehler desner Variablen gleich Quadrat Uiber die entsprechende
AusmaRes 1? Begriindet ist die Orientierung an denVektorlange; Determinationskoeffizient (relativer
quadratischen Vorhersagefehlern in der traditionel- Riickgang des durchschnittlichen quadratischen Vor-
len “Kleinst-Quadrate-Statistik” nicht von der typi- hersagefehlers beitdbergang von der blinden Wet-
schen Problemsituation her, sondern rein innerma-te y ohne Kenntnis vorX zur WettemX in Kennt-
thematisch: Das hier gestellte Fehlerminimierungs- nis und linearer Abhangigkeit voX) gleich dem
problem lasst sich mit den traditionellen mathemati- Verhaltnis des Quadrates Uiber dem VekfofAnka-
schen Mitteln elegant halt nur fir quadratische Feh-thete) zum Quadrat Uber dem Vek¥i(Hypothenu-

ler 16sen: Denn nur hier geht es um die einfache se), sprich den quadrierten Kosinus des Winkels zwi-
Scheitelpunktsuche einer Parabel, nur hier um dieschen den beiden Vektorehundy. Und dann mag
einfache Minimierung einer quadratischen Funkti- man die im traditionellen Statistikunterricht ohne-
on. Ist der Lehrer ehrlich, so konfrontiert er an die- hin nicht ganz einfach — namlich Uber Standardi-
ser Stelle den Schuler mit der mangelnden Fahigkeitsierungsiiberlegungen, die Ungleichung von Tsche-
der Mathematik, das Prognoseproblem fur die ur- byscheff oder die “binomische” GIeichungS’(+Y =
spriingliche Fragestellung mit betragsmaRigen Feh-sz + 2sxy + s> — zu legitimierenden ‘“radizierten”
lern 16sen zu konnen. Kurz: Traditionelle Statistik Konzepte interpretieren: Standardabweichung:
befasst sich mit quadratischen statt betragsmaRigen/s? als Lange eines Vektors, Korrelationskoeffizi-
Fehlern schlicht deshalb, weil sie die betragsmaRigenent r = v/2 als Kosinus des Winkels zweier Vek-
nicht in den Griff bekommt. Eine geradezu klassi- toren und zugleich als standardisierte Kovariagz
sche Problemverschiebung: vom exakt nicht losbarenbzw. standardisiertes Skalarprodukt. Es macht hier
Ursprungsproblem hin zu einem leicht veranderten, freilich wenig Sinn, wie von Mantyk vorgeschlagen
aber losbaren Problem! Bescheidene Einsicht in dienur den Korrelationskoeffizientanzu interpretieren,
Begrenztheiten einer Disziplin, nichtresignativer Ab- nicht aber die Standardabweichunddeide Konzep-
schied von Omnipotenzphantasien gehoren zur Bil-te resultieren schlie3lich aus den gleichen Standardi-
dung. (Dass diese Begrenztheiten in der professionelsierungsiberlegungen; Mantyks “Proportionalitats-
len au3erschulischen Statistik kaum mehr eine Rollemaf3”r ist schlie3lich nichts anders als sein “Modi-
spielen, weil es langst praktikable numerische Ver- fikationsfaktor” m bei auf die einheitliche Lange 1
fahren auch fur die approximative Minimierung des standardisierten Vektoren.
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Die Entdeckung, dass die Kleinst-Quadrate- toren in der linearen Regression gemeinsam mehr
Schatzung einer Regressionsgerade geometrisch al&rklaren” als die Summe dessen, was sie jeweils al-
Lotfallen im euklidischen Raum interpretiert wer- lein “erklaren” kdnnen? Die Antwort (“Nein!”) lasst
den kann — nicht oft gibt es in der Schulmathe- sich im geometrischen Modell viel einfacher be-
matik die Gelegenheit zu einer derartigen Entde- grinden oder “sehen” als im statistischen Modell.
ckung der Strukturgleichheit verschiedener Modelle Versuchen Sie’s.

-, durfte die Schuler verbluffen. Damit sie weite-
ren Bildungswert bekommt, sollte man schlief3lich
auch nach dem geometrisch8quivalent zur Mini-
mierung absoluter Abweichungen suchen, also zur
L1- statt zurlL?-Statistik — zumindest am Beispiel

Drittens: In der multiplen Regressionsanalyse gibt
es, wenn die Pradiktorvariablen untereinander hoch
korrelieren, das berilhmt-berlichtigte und praktisch
durchaus relevante Problem der Multikollinearitat:

des Ublicherweise einzigein'-Konzeptes im Statis- Die z_ufalIsstlchprobengestutzte Scha_tzung_ der Re-
gressionskoeffizienten in der Population wird dann

tikunterricht, namlich dem Median. Dann sieht der . . .
notorisch unzuverlassig, schwankt also von Stich-

Schiller, dass es fur diesen Median, anders als fur robe zu Stichorobe sehr. Auch dieses Phanomen —
seinen Kleinst-Quadrate-Konkurrenten Mittelwert, P P :

) . . analytisch innerhalb der Inferenzstatistik nur kom-
keine geometrische Entsprechung gibt, so lange man

nicht die quadratische euklidische Metrik aufgibt. pliziert apleltbar — lasst S.'Ch in dem ge_omgtrlschen
. e N . Modell einfach demonstrieren: Wenn die hinterein-
Hier wird’s dann spannend, denn dann eroffnet sich

der Blick darauf, dass es neben der natiirlichen Ab_ander montierten Pradiktorvektoren alle fast in die-

standsnorm unseres euklidischen Anschauungsrau-SGIbe Richtung zeigen, dann wirken sich leichte Zu-

. fallsschwankungen — insbesondere im Zielvektor —
mes noch andere Abstandsnormen geben konnte — L . . o L
. . i s offensichtlich massiv darauf aus, wie weit jeweils die
etwa die “nichtquadratische” oder “nichtpythagore-

) .~ . einzelnen Pradiktorvektoren verkirzt oder verlangert
ische” City-Block-Metrik. ..

werden missen, um zusammen dem schwankenden
c. Vereinfachung durch M odellwechsel Zielpunkt jeweils moglichst nahe zu kommen.

So schon solche tiefgehenden theoretischen EntdeKurzum: Die geometrische Interpretation der
ckungen sind, noch schoner ist es, wenn sie nichtKleinst-Quadrate-Regression sollte exemplarisch de-
nur theoretisches Staunen erzeugen, sondern auchonstrieren, dass der Wechsel von der statistischen
Vereinfachung. Schon ware also im Unterricht auch zur geometrischen Betrachtungsweise die Erkenntnis
die Demonstration, was man denn von der geome-komplexer Sachverhalte vereinfachen kann. Verein-
trischen Interpretation der Regression hat — aul3erfachung durch Modellwechsel — dies ist aber zentra-
einem knackigen Aha-Erlebnis. Kann man in dem les Momentum in der Mathematik.

geometrischen Modell bestimmte statistische Sach-

verhalte etwas einfacher “sehen” als in der Statistik 5 Fgzit

o Ei .
selbst? Einige Ideen: Ganz klar: Die Anregung von Mantyk, Statistik

Erstens: Dass die Varianz einer Summe von unkor-(auch) geometrisch zu betreiben, ist berechtigt. Man
relierten Variablen gleich der Summe der Varianzen muss sie nur vom Kopf auf die Fiil3e stellen.

der einzelnen Summanden ist — nun, diesen fir vie-

le “varianzanalytische” Anwendungen fundamenta- |_iteratur

len Sachverhalt kann man zwar auch “zu Ful3” zei-
gen, aber in der geometrischen Interpretation ist er
als der vertraute Satz von Pythagoras sofort prasent.

Mantyk, R. (2005): Proportionalitat ist “relativ”.
Stochastik in der Schule 25, Heft 3, 9-17.

Zweitens: Kann der Determinationskoeffizient Anschrift des Verfassers
(“erklarter Varianzanteil”) in der multiplen linearen Raphael Diepgen
Regression mit zwei Pradiktorvariablen grofRer sein Ruhr-Universitat Bochum
als die Summe der Determinationskoeffizienten ausFakultat fur Psychologie
den beiden einfachen linearen Regressionen mit je-44780 Bochum

weils nur einem Pradiktor? Kénnen also zwei Pradik- r aphael . di epgen@ ub. de
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