Elementare Zugange zum Problem der vollséndigen Serie

HEINZ HAAKE, MINDEN

Zusammenfassung: Das Problem der durchschnitt- und fur die durchschnittliche Anzahl der Versuche
lichen Wartezeit auf eine volistdige Serie von Er-  bis zum Eintreten des Erfolgs gilt

eignissen wird in der Schulmathematik allenfalls f .

den Fall aufgegriffen, dass die einzelnen Ereignis- E(X)= Y k-P(X=K) = }

se alle gleich wahrscheinlich sind. Durch Betrach- =1

tung exemplarischer &ufigkeiten als heuristisches
Hilfsmittel werden durchschnittliche Wartezeitém f
das Vorliegen einer vollandigen Serie auch bei Er-
eignissen mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkei-
ten bestimmt.

Zur Losung des Problems werden demnach die Be-
griffe ZufallsgroBe und Erwartungswert benotigt.

Zusatzlich bereitet die Summation der geometri-
schen Reihe nicht unerhebliche Schwierigkeiten, es
sei denn, wir Uberlassen diese Rechnung einem
Computer-Algebra-System.

1 Einleitung Beim Ubergang vomWarten auf den ersten Erfolg*
Bei zahlreichen Zufallsphanomenen des alltaglichenzum,Warten auf eine vollstandige Serie* (Standard-
Lebens fragt der unbefangene Beobachter wenigeibeispiel: Wie oft muss durchschnittlich gewiirfelt
nach Wahrscheinlichkeiten, sondern eher nach Er-werden, bis jede Augenzahl mindestens einmal auf-
wartungswerten, Wie oft muss ich im Durchschnitt  getreten ist?), ist die Bestimmung der zugehori-
wurfeln, bis zum ersten Mal eing6* auftaucht?  gen Wahrscheinlichkeitsverteilung allenfalls in ei-
Wie oft muss ich im Durchschnitt Lotto spielen, bis nem Leistungskurs zu bewaltigén Ein gangbarer
ich zum ersten Mal sechs Richtige habe? Wie vie- Weg wird in Althoff (2000) beschrieben. Vollig au-
le Cornflakes-Packungen muss ich im Durchschnitt Rerhalb der schulischen Moglichkeiten scheint das
kaufen, bis ich einen vollstandigen Satz aller darin Problem der vollstandigen Serie bei Ereignissen
enthaltenen Sammelfiguren besitze?* In der Litera- mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten zu lie-
tur werden diese Fragestellungen haufig als Warte-gen (Standardbeispiel: Wie oft muss durchschnitt-
zeitprobleme bezeichnet, obwohl oftmals nicht die lich ein gezinkter Wirfel geworfen werden, bis jede
Zeitspanne, sondern die durchschnittliche Anzahl derAugenzahl mindestens einmal aufgetreten ist?) Ein
Versuche bis zum Eintreten eines oder mehrerer Er-Zugang zu diesem Problem findet sich bei Henze
eignisse gesucht ist. (1998).

Im Unterricht der Sekundarstufe | werden solche . . .
Wartezeitprobleme kaum behandgltund allenfalls 2 Ein heurBt'?Ch_er Z_ugang mittels
in der Sekundarstufe Il aufgegriffen. Folgt man dem ~ @bsoluter Haufigkeiten
ublichen formalen Aufbau, so scheint in der Tat die In Wassner, Krauss und Martignon (2002) zeigen
Behandlung solcher Fragestellungen friihestens indie Autoren, dass Aussagen uber bedingte Wahr-
der Sekundarstufe 1l moglich. Betrachten wir dazu scheinlichkeiten dann am besten verstanden werden,
den ZufallsversuchWarten auf den ersten Erfolg® wenn die zugehorigen Daten in Form von absoluten
(Standardbeispiel: Wie viele Versuche sind durch- Haufigkeiten vorliegen oder in solche umgewandelt
schnittlich bis zum erstmaligen Wirfeln eindt’ er- werden (vgl. auch Henze, 2004, S. 107 f.). In der fol-
forderlich?): Ein EreignisE trete mit Wahrschein-  genden Aufgabensequenz wird zunachst bei fast al-
lichkeit p ein. Die ZufallsgroReX beschreibe die An-  len Losungen auf der Basis absoluter Haufigkeiten
zahl der Versuche bis zum erstmaligen Auftreten desargumentiert und das Ergebnis als relative Haufig-
EreignissesE. Bekanntlich istX dann geometrisch  keit notiert. In der anschlieBenden Formalisierung
verteilt mit werden die relativen Haufigkeiten in Wahrscheinlich-
keiten Ubersetzt. Grundlage aller Argumentationen
P(X=k) = (1—pk?t p ist weniger der stochastische Formalismus, sondern

1Ein stark den Modellierungsaspekt betonender Unterrichtsvorschlag wurde im Rahmen des Sinus-Transferprojekts entwickelt:
http://db.learnline.de/angebote/materialdatenbank/nutzersicht/materialeintrag.jsp?matld=282.

2Bei den folgendetuberlegungen werden die mittleren Wartezeiten ohne Riickgriff auf die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsverteilung
bestimmt, vgl. auch Buchter und Henn (2005), S. 261.
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vielmehr das empirische Gesetz tUber die Stabilisie-Wenn das Ereigni&€ mit WahrscheinlichkeitP(E)
rung relativer Haufigkeiten. eintritt, dann gilt fur die durchschnittliche Wartezeit

{(E) = %.

Bei der Formalisierung sollen folgende Schreibwei-
sen verwendet werden: Es selgni = 1,...,n, paar-
weise disjunkte Ereignisse eines Ereignisrauihs
mit P(E;) = pi. Es bezeichng(E;) die durchschnitt-
liche Wartezeit (i.e. die durchschnittliche Anzahl der
Versuche) bis zum erstmaligen Eintreten des Ereig-
nissesk;. Des Weiteren bezeichne z. BE;, E, E3)

die Wartezeit, bis alle drei Ereignis&g, E, undE; ~ Aufgabe 2
eingetreten sind.

2.2 Wartezeit auf eine vollsindige Serie bei
gleichwahrscheinlichen Ereignissen

Jede Cornflakes-Packung der Firma Bellogs enthalt
genau eine von sechs Sammelfiguren, die alle mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit vorkommen. Wie viele
Aufgabe 1 Packungen muss ein Kaufer im Durchschnitt erwer-
ben, bis er einen vollstandigen Sammelfigurensatz
besitzt?

2.1 Wartezeit auf ein Ereignis

Die Firma Allogs legt funf Sechstel der von ihr pro-
duzierten Cornflakes-Packungen eine Sammelfigur
bei. Wie viele Packungen muss man im Durchschnitt | gsung 2

kaufen, um eine Sammelfigur zu erhalten? . . ) i
Der erste Packungskauf fuhrt mit Sicherheit zu einer

Ldsung 1a) neuen Figur. Mit der Wahrscheinlichk%tﬁ]hrt der
nachste Kauf zu einer weiteren Figur, die mit der ers-
ten Figur nicht Gibereinstimmt. Nach Formalisierung
1 betragt die durchschnittliche Wartezeit auf die wei-
tere Figurg. Die weiteren Wartezeiten betragen dann
Lésung 1b) sukzessivel, §, § und®.

Bei 600 Kaufen werden sich im Durchschnitt 500 Er-
folge einstellen. Also sind pro Erfolg durchschnitt-
lich 600/500 = 1,2 Kaufe erforderlich.

Wenn 600 Kaufer 600 Packungen kaufen, dann wer-Die  durchschnittliche  Wartezeitt auf einen
den nur durchnittlich 500 von ihnen eine Sammel- Vollstandigen Figurensatz betragt demnach

figur erwerben. Beim Kauf von 720 Packungen be- . 6 6 6 6 6 6 14.7
kommt im Durchschnitt jeder eine Figur. Also muss ~ 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1~ "
jeder der 600 Kaufer durchschnittlich 1,2 Packungen o
kaufen. Formalisierung 2

. I . 1 :
Ldsung 1c) Sind Eg, ..., E, Ereignisse miP(E;) = - fur allei ,

Es seit die durchschnittiche Anzahl der zu kau- ' — LM danngilt

fenden Packungen. Dann bendtigen 600 Kaufer im t(Eq,....En) =N 4 }
Durchschnitt 600t Kaufe. Bei den ersten 600 o ,; i

Kaufen werden im Durchschnitt 500 Kaufer Erfolg

haben, die tibrigen 100 missen ihr Glick erneut ver-2.3 Wartezeit auf eine vollséindige Serie bei zwei

suchen und bendtigen dafiir 1@0Versuche. Insge- Ereignissen mit unterschiedlichen
samt ergibt sich daraus die Gleichung Wahrscheinlichkeiten
Aufgabe 3

600-t = 600+ 100-t, .
Von den Cornflakes-Packungen der Firma Cellogs

aus welcher sich wiedér= 1,2 ergibt. enthalten zwei Drittel die Figur 1 und ein Drittel die
Figur 2. Wie viele Packungen muss ein Sammler im
Durchschnitt kaufen, bis er beide Figuren besitzt?

Losung 3

Wieder gehen wir von 600 Kaufern aus. Im Durch-
Formalisierung 1 schnitt werden 400 Kaufer die Figur 1 beim ersten

3Diese Situation lasst sich sehr einfach mit Hilfe eines Laplace-Wiirfels simulieren.
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Kauf erhalten. Anschliel3end braucht von diesen 400Formalisierung 4

Kaufern jeder durchschnittlich drei Versuche, um Fi-

gur 2 zu erwerben. Die 200 Kaufer, die beim ers- 1 P 1 P2 1
ten Kauf die Figur 2 erhalten haben, benotigen in {(E1E2)= Lt P2 * PLtP2 P2 PitP2 P1
der Folge durchschnittlich je 1,5 Versuche, um Figur

1 zu sammeln. Insgesamt sind also durchschnittlich = 1 + P t(Ez) + P2 t(Ey)
600+ 400- 3+ 200- 1,5 = 2100 Kaufe erforderlich, Pi+ P2 P1+P2 P1+ P2
was einen Durchschnittswert von 3,5 Kaufen fir je- 1+ p1-t(Ep) + p2-t(E1)

den Sammler ergibt. Schreiben wir die obldeerle- N P1+ P2

gung in der Form

600 400 3 200 3

s+ ——--=35
600 ' 600 1 600 2 2.5 Wartezeit auf drei Ereignisse mit
o unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
S0 ergibt sich daraus
Aufgabe 5
Formalisierung 3 Von den Cornflakes-Packungen der Firma Ellogs
enthalt ein Viertel der Packungen Figur 1, ein Sechs-
tel der Packungen Figur 2 und ein Zwolftel der Pa-
ckungen Figur 3. In der Halfte der Packungen befin-
t(E1,E2) = 1+4p1- pi +p2- pi det sich keine Figur.
2 1
= 14+ p1-t(Ex)+ p2-t(E1) Losung 5
Auch hier betrachten wir 600 Kaufer. Da nur die
Halfte der Packungen eine Figur enthalt, sind durch-
2.4 Wartezeit auf zwei Ereignisse mit schnittlich 1200 Kaufe notwendig, um eine der drei
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten Figuren zu erhalten. Bei durchschnittich 300 dieser

1200 Kaufe erhalten die Kaufer Figur 1. Anschlie-
Rend sind noch durchschnittlich 3Q0E,, E3) Kaufe
zum Erwerb der Figuren 2 und 3 erforderlich. Nach
der obigen Formalisierung 4 giltE,, E3) = 14. In

ca. 200 von den 1200 Kaufen wird Figur 2 als ers-
te Figur erworben. Dann sind noch 2Q0E;, E3) =
200- 13 Kaufe notwendig, um die Figuren 1 und 3
Losung 4 zu erhalten. In ca. 100 von den 1200 Kaufen wird
zunachst Figur 3 gesammelt. Anschlielend sind noch

Ausgehend von 600 Kaufern sind zunachst durch-100-t(Ez,Ez) = 100- ¥ Kaufe zum Kauf der Figu-
schnittlich 720 Versuche erforderlich, um eine der ren 1 und 2 erforderlich. Insgesamt ergibt sich die
beiden Figuren zu erhalten. In 360 von diesen 720 Summe 1206-300- 14+ 200- 13+ 100- 3 = 8760,
Kaufen wird Figur 1 in der Packung vorkommen. was durchschnittlich 14,6 Versuchen pro Kaufer ent-
Fir jeden dieser Falle sind dann noch durchschnitt-Spricht. Aus der Darstellung

lich 3 Kaufe erforderlich, um die zweite Figur zu er-

halten. In 240 Fallen wird zunachst Figur 2 erwor-

ben. Zum Sammeln von Figur 1 sind dann im Durch- 1200 1 1200 14 1 1200 1 1200 38
schnitt noch 2 Kaufe notwendig. Insgesamt sind al- 600 4 600 6 600 12 600 5

S0 720 + 3603 + 240- 2= 2280, also 3,8 Kaufe im
Durchschnitt erforderlich. Die Darstellung

Aufgabe 4

Von den Cornflakes-Packungen der Firma Dellogs
enthalt die Halfte der Packungen Figur 1 und ein
Drittel der Packungen Figur 2. Im verbleibenden
Sechstel der Packungen befindet sich keine Figur.

folgt die

Formalisierung 5

@+1’ @3+1’@2 t(El,Ez,E3):

600 2 600 ~ ' 3 600
1+ p1-t(Ez, E3) + p2-t(Es, E3) + p3-t(E1, Ep)
fuhrt zur pP1+ P2+ P3
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2.6 Wartezeit auf das Eintreffen vonn mei— 1 undi— 1 . so erhalten wir:

Ereignissen Pr P1+p2 P2 P1+P2
Aus den obigen Formalisierungen 4 und 5 lasst sich
unschwer folgende Rekursionsformel erraten: t(Er,Ep) — 1 1 1

+
. P P2 P1t+p2
Formalisierung 6

= t(E1)+t(Ex) —t(E1UEp)

1+i; pi-t(Ba, B En) Dieses auf algebraischem Weg gewonnene Resultat
t(Es,...,En) = f lasst sich mit Hilfe des folgenden Diagramms sto-
Z pi chastisch interpretieren:

Diese Formel findet sich auch in Boneh und Hofri

(1997) , S.43 (7). HEE1UE)
1

3 Erganzungen und Vertiefungen t(E1UEp)
3.1 Eine vereinfachte Darstellung

EiUEy

Bei den obigenUberlegungen trat bei der Warte- t(Eo|E1 UEy) =
zeit auf zwei Ereignisse die WartezgE; UE;) ds
~Zwischenstation” auf. Flr zwei disjunkte Ereignis-
se E; und E, mit den Wahrscheinlichkeitepl und
p2 Qilt t(E1 UEp) = o +p Bilden wir die Differenz
aus den Wartezeitetr{E; UE;) undt(E;), so erhalten

Die Pfade zu den Ereignissdfy und E, besitzen
einen gemeinsamen zum EreigiiigU E, fuhrenden

wir. Teilpfad. Die Wartezeit zu diesem Teilpfad wird bei
1 1 P2 1 der Addition der Wartezeitet{E;) und t(E;) zwei-
t(B) —t(E1UEp) = o Pitm Pt pi. fachgezahit Die Subtraktion der Wartezeit
t(E;1 UE,) sorgt fur die gleiche Gewichtung aller
Analog gilt Teilpfade. Diese Situation lasst sich mit Hilfe des

1 1 1 Ein- und Ausschlussprinzips verallgemeinern. Nach
t(Ep) —t(EyUE,) = — — __ P 1 Boneh und Hofri (1997), S. 42,(1) gilt:

P2 PitpP2 PPz P2

Diese Terme tauchten bereits bei der Formalisie- t(Er,...En) = 1 1
rung 4 auf. Sie lassen sich auch als mittlere Warte- 15=n P 1<i5<n Pi P
zeit auf das Ereigni&€; bzw. E; interpretieren un-
ter der Bedingung, dass das EreighisJ E; einge- +
treten ist. Deuten wir auRerdem die Ternsle?:—pz 1<i<Jken P+ P+ Px

o i o als die bedingten Wahrscheinlichkeiten 3 5 Verallgemeinerung auf nicht disjunkte

P(E1|E1 UE,) bzw. P(Ez|E1 UEy), so ergibt sich fol- Ereignisse

gendes Ergebnis: digedingte Wartezeitt(Ei|[ExU  |n diesem Abschnitt betrachten wir das Sammelbil-

Ez) ist das Produkt aus der bedingten Wahrschein-derproblem fiir zwei nicht notwendig disjunkte Er-
lichkeit P(Ei|E1 UE) und der Wartezeit auf das Er-  gjgnisse.

eignisE;, i € {1,2}. Die obigen bedingten Wartezei-

ten sind Beispiele fir bedingte Erwartungswerte. Ei- Aufgabe 6

ne systematische Einflihrung in die Theorie der be-pje Firma Fellogs legt der Halfte ihrer Packungen
dingten Erwartungswerte findet sich in den Arbeiten die Sammelfigur 1 bei, ein Drittel der Packungen

1

bzw.

von Kilian (1987) und Humenberger (2000) . enthalt die Sammelfigur 2 und ein Sechstel sogar
Ersetzen wir in Formalisierung 4 die bedingten War- beide Sam.melflguren. Wie V|eIe.Packungen S,md 'm

_ o 1 P1 1 . Durchschnitt bis zum Erwerb beider Sammelfiguren
tezeiten e, 1t 05 Do durch die Ter-  grtorderlich?
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Losung 6 | t(E1,Ep) =t(E1) +1(Ex) —t(E1UE,) |

Es gilt P(E;) = 5 P(E2) = 5 und P(E1 NE) = 5 gilt demnach auch fiir nicht disjunkte Ereignisse
Auch diese Aufgabe soll zunachst durch die exem-

plarische Betrachtung von 600 Kaufern geldst wer-
den: Die ersten 600 Kaufe fuhren mit Sicherheit zu 4 Anmerkgngen zur Berechnung der
mindestens einer Sammelfigur. Durchschnittlich 100 Wartezeiten

Kaufer haben sogar mit einem Kauf beide Figuren 4.1 Ereignisse mit gleichen Wahrscheinlichkeiten
erworben. Die 300 Kaufer, die beim ersten Kauf le- 515 ajle Ereignisse gleich wahrscheinlich sind, so
diglich Figur 1 erworben haben, bendtigen im Durch- |55t sich die Wartezeit gemaR Formalisierung 2 be-

schnitt zwei Kaufe zum Erwerb von Figur 2. Die yechnen. Steht dabei zur Bestimmung der Summe

200 Kaufer, die beim ersten Kauf Figur 2 erha!te_n kein Rechner zur Verfuigung, dann lasst sich die har-
haben, brauchen anschlief3end noch durchschnittlichy,qnische Reihg! , I fur groRen durch logn) +y
=41

1,5 Versuche, um Figur 1 zu erwerben. 'nsgesamtapproximieren, mit der Eulerschen Konstanyte-
sind im Durchschnitt 608 300- 2+ 200- 1,5 = 1500 0,577.... Fr groRen gilt demnach
Kaufe notwendig, was im Mittel 2,5 Versuchen pro

Kaufer entspricht. t(Ea,...,En) =n-(log(n) +v).

Zur Formalisierung dieses Problems greifen wir
auf Formalisierung 4 aus Abschnitt 2.4 zurick. 4.2 Ereignisse mit unterschiedlichen
Wegen der Nicht-Disjunktheit der Ereignisse Wahrscheinlichkeiten

sind der Nennerp; + p2 durch den Ausdruck

P(E1) + P(Ez) — P(E1NEz) und die Zahlerfakto-  yaprscheinlichkeiten auf, so lassen sich fur eine
ren pg und pp durch jeweilsP(E1) —P(E1NEz) und  eine Anzahin von Ereignissen, etwa < 3, die
P(Ez) —P(E1NE) zu ersetzen, denn bei Eintreten \yqrtezeiten auf eine vollstandige Serie recht einfach

des Ereignisses; N E; sind keine weiteren Versuche  pne Hilfe eines Rechners gemaf Formalisierung 5
erforderlich. Damit erhalten wir insgesamt

Weisen die Ereignissees,...,E, unterschiedliche

bestimmen.
1 Fur groRere Anzahlen lassen sich die Wartezeiten
t(Ey, E2) = P(E1) + P(Es) —P(E:NEy) mit Hilfe eines Computers unter Verwendung der Re-
kursionsformel aus Formalisierung 6 berechnen. Das
(P(E1) —P(E1NEy)) -t(Er) folgende Programm zeigt eine Implementation unter
P(E1) +P(Ez) —P(E1NEy) Maple:
(P(Ez) —P(E1NEy))-t(E1) t:= proc(p::list)
i f =1 then 1/
P(E1) + P(Ez) — P(E1 N Ey) | nops(p)=L then 1/p[1]
(1+add(p[i]*t(subsop(i=NULL,p)),i=1..nops(p)))
Diese recht unubersichtliche Formel lasst sich ver- /add(p[i],i=1..nops(p))
einfachen, nachdem sich durgAddition der Null* L'nd;

Kirzungsmoglichkeiten ergeben:
Die Prozedur t hat als Parameter die Liste p der

1 Wahrscheinlichkeiten der Ereigniskg bis E,,. Zum
P(E1) +P(E2) — P(E1NE) Beispiel wird Aufgabe 5 wie folgt geldst:
1 P(E,) > t([1/4,1/6,1/12]);

(P(E1) —P(EaNEz) + (P(E2)) - P(E,) P(E)

+
P(E1) + P(Ez) — P(E1 N Ey) %3
1 P(E1)
(P(E2) = P(ELNEz) +P(Ea)): P(E1) P(Ep) Diese Programme haben nur fiar< 9 kurze Lauf-
+ P(E1) 4+ P(E) — P(E1NE>2) zeiten, da durch die Rekursion aih- facher Proze-
duraufruf erfolgt.
—t(E1) +t(Ez) —t(E1UEy) g
Falls nur eines den Ereignisse von der Gleich-
Die in Abschnitt 3.1 entwickelte Beziehung verteilung abweicht, lasst sich die Zahl der rekursi-

4Intuitiv ist dieses Resultat auch aus der Betrachtung des obigen Diagramms zu erwarten.
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ven Prozeduraufrufe auf— 1 verringern: Ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit gelE;) = p; =: p
furi=1,...,n—1undP(E,) = g. Dann lasst sich die
Rekursionsformel aus Formalisierung 6 wegen

n—1
Zl pi-t(E1,...E,...En) =(n=1) - p-t(Ep,...,En)
i=

und

n

t(E]_, ceesy Enfl) —

11
i

el

in folgender Form schreiben:
t(El, ceny En) —
q n—-1 1

p A

1+(n—1)-p-t(Ey,...En) +

(n-1)-p+q

Es folgt die Umsetzung fur Maple:

t:= proc(n::integer,p,q)
if n=2 then (1+p/ g+q/p)/ (p+q)
el se (1+(n-1)*p*xt(n-1,p,q)
+gxsun(1/i,i=1..n-1)/p)/ ((n-1)*p+q)
f
end;
L
Beispiel: Fiim =300 ,q= g5, und p= 12—9630 ergibt
sich als mittlere Wartezeit:

> eval f (t (300, 599/ 600/ 299, 1/ 600) ) ;
1911512497

Zum Vergleich: Bei Gleichverteilungp(=q = 3—(1)0)
ergibt sich

> eval f (t (300, 1/ 300, 1/ 300)) ;

1884799164
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