Auf experimentell-heuristischem Weg zur Normalverteilung

PETRA HAUER-TYPPELT

Zusammenfassung: Die Motivation fir diesen Un-  stellen einer Tabelle mit Zufallszahlen in Excel, die

terrichtsvorschlag ist, die Lernenden im Sinne des graphisch dargestellt wird.

entdeckenden Lernens Aahst auf visueller Ebe-

ne an die Normalverteilung heran ziuhren. Der  Unter Einsatz des Zufallszahlengenerators des
Zufallszahlengenerator des Microsoft Office Paketes Office—Paketes werden ganzzahlige Zufallszahlen
wird zur Simulation von empirischem Datenmateri- yon 1 bis 100 erzeugt. Dabei kann der Benutzer so-
al genutzt. Als Ergebnis interaktiveraligkeit der  \wohl die Anzahin der Stichproben als auch die An-

Sctiler' soll das Versandnis fir die Normalvertei-  zahix der Zufallszahlen pro Stichprobe festlegen.
lung quantitativ erfassbarer @f3en auf der ikoni-

schen Eben(_a _aufgebaut Werde_n_. Im Anschluss_wird\Nir durfen davon ausgehen, dass jede der 100 Zu-
durch Verbalisieren und Formalisieren von der Bild- ¢5)1s7ah1en mit gleicher Wahrscheinlichkeit vom Zu-

Ebene zur Symbolsprache der Mathemdlilerge-  fa)szanlengenerator ausgewahlt wird, also eine hin-
gangen, um schlieBlich die Funktionsgleichung der (gichende Gleichverteilung vorliegt.

Gauf3schen Glockenkurve als Ergebnis zu erhalten.

In Excel wird die Auswahl der Zahlen jeweils in ei-
1 Visualisieren nem Diagramm dargestellt. Jeder Zufallszahl wird ei-
ne Strecke zugeordnet, wobei die Streckenlange die
relative Haufigkeit angibt, mit der eine Zufallszahl
ausgewahlt wurde. Fir= 100 Stichproben mit je-
Der Statistiker Quételétﬂ]hrte in der ersten Half- \eils einer Zufallszahl pro Stichprobe, alzc= 1,
te des 19. Jahrhunderts eine Erhebung durch, umentsteht bei Gleichverteilung theoretisch ein Dia-
seine Vermutungen hinsichtlich der Normalvertei- gramm mit hundert gleich langen Strecken. In der
lung gewisser empirischer Daten zu bestatigen. SeinePraxis wirft das Programm eine solche Grafik aller-
berthmt gewordene Messung des Brustumfangs vordings praktisch nie aus, gerade weil eben der Zufall
uber 5000 schottischen Soldaten starkte seine Verpestimmend ist. Ein giinstiger Anlass im Unterricht
mutung, dass zufallig gewahlte, messbare Grolendie Begriffe “Zufall” und “Wahrscheinlichkeitsver-
die von vielen Einflussfaktoren bestimmt werden, teilung einer GroRRe”, hier am Beispiel der Gleichver-
normalverteilt sind. Die Bestatigung und auch Er- teilung (wiederholend) zu thematisieren. Tietze et al.
klarung fur diese Tatsache liefert der Zentrale Grenz-gehen ausfiihrlich auf Schwierigkeiten bei der Ver-
wertsatz. mittlung von adaquaten Vorstellungen des “Konzepts

. . . . Zufall” ein, weil es sich eben nicht “durch rein verba-
Auf den Ergebnissen einer Vielzahl von empirischen ) . . . o .
le Erklarungen im Sinne einer Definition vermitteln

Untersughungen aquubauep, deren graphische Parl_asst” (Tietze, Klika & Wolpers, S. 146ff).
stellung jeweils annahernd eine Glockenkurve ergibt,

liefert einen gunstigen Ansatz im Unterricht. Um den ] ] ) o ]
Zeitaufwand der Datenerhebung zu sparen, verwen/\Pbildung 1 zeigt ein Ergebnis fir= 10000 Stich-

den wir den Computer zur Simulation von Datenma- proben mitx = 1. Es ist keinerlei Struktur erkennbar,
terial die auf eine Bevorzugung bestimmter Zahlen schlie-

Ben lasst. In der praktischen Durchfiihrung ist es an
Dabei geht es auch um Darstellen von Grafiken unddieser Stelle natirlich notwendig eine Reihe von wei-
interaktives Lernen, das manifestiert die Entschei- teren Diagrammen mit unterschiedlichen, auch sehr
dung fur den Computereinsatz. Ich greife auf das Ta-grof3enn zu erstellen, um die Annahme der Gleich-
bellenkalkulationsprogramm EXCEL zuriick, weil es verteilung zumindest exemplarisch zu rechtfertigen.
praktisch in allen Lehranstalten zur Verfliigung steht Wir kommen im nachsten Abschnitt, wenn es darum
und damit ein unkomplizierter Einsatz garantiert ist. geht, konkrete Arbeitsauftrage fir die Lernenden zu
Ein kurzes VBA-Programm bewerkstelligt das Er- erstellen, darauf zuriick.

1.1 Wie wird visualisiert - was leistet das
Programm?

1Die Begriffe Schuler und Lehrer werden wegen der angenehmeren Lesbarkeit geschlechtsneutral verwendet.
2| ambert Adolphe Jacques Quételet, belgischer Astronom und Statistiker, 1796-1874
3visual Basic for Applications. Auf Anfrage sende ich die entsprechende Excel-Datei gerne zu (e-mail-Adresse am Ende des Artikels).

2 Stochastik in der Schule 26 (2006) 3 S.2-10
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Abb. 1:n = 10000 Stichproben; 1 Zufallszahl je
Stichprobe

Erhdht mann, am besten vorerst bei konstantem
x > 2, wird die Struktur der Grafik regelmafiger.
Die Bevorzugung der Mitte und das umso seltene-
re Auftreten eines Wertes, je weiter er vom Mit-
telwert abweicht, werden offensichtlich. Aul3erdem
wird die Vermutung gestarkt, dass Abweichungen
nach oben bzw. nach unten gleich wahrscheinlich
sind. Je grofRer man wahlt, desto mehr nimmt der
obere Rand des Streckenschaubildes die Form einer
Glockenkurve an.

Mit genligend groRem erhalt man eine nahezu per-
fekte GauRR-Glockenkurve, wie auch Abbildung 3
zeigt.

Der rote Faden hier muss sein, den Graph der Dichte-

funktion der Normalverteilung schrittweise am Bild-
schirm entstehen zu lassen.

Dazu wird nun die Anzahl der Zufallszahlen pro

Stichprobe erhoht. Das Programm errechnet das

arithmetische Mittel dieser Zahlen, nimmt davon den
ganzzahligen Anteil und stellt die relative Haufig-
keit dieses Werts wieder als Strecke dar. Die Ska-
lierung dery-Achse wird jeweils den darzustellen-
den Werten angepasst. Als Beispiel zeigt Abbildung
2 ein Ergebnis fiin = 1000 Stichproben und je 5 Zu-
fallszahlen pro Stichprobe. Die grundsatzliche Struk-
tur des Streckenschaubildes stellt sich bei wiederhol-
ter Durchfuihrung der Stichprobe immer wieder ein:
Stichprobenmittelwerte im Bereich des Mittelwerts
50,5 der verwendeten Zufallszahlen treten gehauft
auf*.
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Abb. 2:n = 1000 Stichproben; 5 Zufallszahlen je
Stichprobe
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Abb. 3:n = 500000 Stichproben; 5 Zufallszahlen je
Stichprobe
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Zu klaren bleibt noch, wie die Anzaklder Zufalls-
zahlen pro Stichprobe Einfluss nimmt.

Dazu zeigt Abbildung 4 vergleichend zwei Erhebun-
gen mit gleichemn, aber unterschiedlichem. Of-
fensichtlich beeinflusst die Breite der Glockenkur-
ve. Das ist leicht einsichtig, denn klarerweise tre-
ten bei einer groReren Anzahl von Zufallszahlen pro
Stichprobe AusreiRer, d.h. Stichprobenmittelwerte
im Randbereich, noch seltener auf, als bei einer klei-
neren Anzahl von Zufallszahlen pro Stichprobe. Da-
her ist fur ein kleinereg eine breitere Glockenkurve
als fur ein grof3esg zu erwarten (siehe Abb. 4).

4Der Mittelwert und die Varianz zu jeder Darstellung stehen im Tabellenteil der Ausgabe zu etwaigen Verwendung bereit.
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Denn gerade das Ausprobieren und Sichten von vie-
len verschiedenen Histogrammen mit unterschiedli-
chen Werten fin undx ist eine tragende Saule die-
ses Unterrichtsvorschlages. Die Qualitat des gesam-

relative Haufigkeit
o
<2

ten Unterrichtskonzeptes wird durch ein Streichen
dieses schilerzentrierten Teiles beeintrachtigt.
keiten durchgefuhrt, die zweite allerdings nur,
m ‘ wenn zwingende zeitliche Rahmenbedingungen eine
HH|||||,|,“._ selbststandige, interaktive Schulerarbeit nicht zulie-
» o 100 Ben. Die Resultate der beiden Einsatzmoglichkei-
ten sind einfach zu unterschiedlich. Die interakiti-
o ve Tatigkeit, die auch ein selbststandiges Dokumen-
005 tieren von Ergebnissen einfordert, bringt erstens ei-

ne starkere ldentifikation mit der Materie und zwei-
b |||” | “ ||“||“ letzt durch den gréReren Zeitrahmen gewinnbringen-
0 ..|I|| ! |I||
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Ich selbst habe in meinem Unterricht beide Moglich-
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tischer Einsicht im Kopf des lernenden Individu-
| ums als empfindlicher Prozess (Hefendehl-Hebeker,

relative Haufigkeit
o
2
&

2003, S. 109). Dieser Prozess verlauft im vorliegen-
den Fall bei selbststandiger Schulerarbeit nicht zu-

tens mehr eigenes nachhaltiges Wissen. Hefendehl-

Hebeker schreibt von der Herausbildung mathema-

P o W der als bei einem vergleichsweise kurzen Einsatz des
2ttt Programms zur Demonstration.

Abb. 4: Im VergleiCh:n = 100000 StiChprOben mit Vorsch|age fUr Arbeitsauftr age in einem
UnterSChiE‘dliChem, obenx = 3, unterx =7. schiilerzentrierten Unterricht:

Jeder durch Arbeitsauftrage motivierte schilerakti-
ve Unterricht muss in besonderem MalRe das Vor-

1.2 Hinweise zur praktischen Umsetzung - wissen und die Fahigkeit zur eigenstandigen Ar-
Erfahrungsbericht beit der Schiler berticksichtigen. Davon abhangig

Grundsatzlich sind zwei Einsatzmoglichkeiten des konnen Aufgabenstellungen sehr offen oder sehr zie-

Programms denkbar. lorientiert formuliert werden. Die Risken einerseits

und Chancen andererseits beider Moglichkeiten sind
Der eigentIiChen Intention dieses Unterrichtsvor- jedem Mathematik-Lehrenden bekannt.

schlages folgend steht die Empfehlung zur Um- _ )
setzung in einem schiileraktiven Unterricht an ers- Die nachstehende kleine Auswahl von Vorschlagen
Programm selbststandig. Ziel ist Erkenntnisgewinn festellung, die durch die Formulierung des Arbeits-
durch konkretes, eigenstandiges Handeln. auftrages gegeben ist.

Selbstverstandlich ist es auch méglich, das Pro-Fragen zur Gleichverteilung des Zufallszahlengene-
gramm rein zur Demonstration einzusetzen. Im Rah-rators:

men eines Lehrervortrages oder Lehrer-Schilerge-
spraches werden die Diagramme zentral erstellt und
besprochen bzw. erklart. Auf geradlinigem Weg kann
das Ziel, die Entstehung der Glockenkurve als obe-
rer Rand des Histogramms, angepeilt werden. Frei-
lich ist es eine Frage der Sichtweise, ob die Gerad-Deutlich starkere inhaltliche und strategische Orien-

e Uberpriife den Zufallszahlengenerator exem-
plarisch: Liegt tatsachlich Gleichverteilung
vor, d.h., liegt keine Bevorzugung bestimmter
Zahlen vor?.

linigkeit in diesem Fall tatsachlich ein Vorteil ist. tierung fur die Lernenden bieten folgende Formulie-

5Klarerweise ist durch einelJberpriifung” dieser Art die Qualitat des Zufallszahlengenerators keineswegs abgesichert. Ist entspre-
chend Zeit vorhanden, bietet sich hier die Mdglichkeit genauer auf Zufallszahlengeneratoren und mogliche Fehlfunktionen einzu-
gehen




rungen: immer, dass ich wahrend der Stunde Hilfestellungen
gab, welche die Frage nach dem “Wie?” ebenso rich-
tungsweisend beantworteten wie entsprechende Ar-
beitsauftrage. Solche Informationen verbreiten sich
bekanntlich wie ein Lauffeuer, kdnnen daher auch
kaum als individuelle Hilfestellungen betrachtet wer-

den, und sind von der eigenstandigen, konzentrierten
¢ Wie viele Diagramme sind nétig, um zumin- (Team-)Arbeit ablenkend.

dest exemplarisch die Annahme der Gleichver-
te”ung ZU rechtfertigen? Bei meiner Tatlgkelt an der Példagogischen Akade-

mie in der Ausbildung von Mathematiklehrern fir
e Fallen zufallige Abweichungen von der Haypischulen hat sich der Einsatz von offenen Frage-
Gleichverteilung eher fur grof3e oder eher fir gtellungen eher bewahrt. Auch in diesen Unterrichts-
kleinenins Gewicht? situationen waren teilweise strategische Hilfestellun-

Wir kommen nun zu Fragen, die sich auf das Erfas- gen notwendig, aber entsprechend den Lernenden

sen der besonderen Merkmale der Histogramme be{@ngehende Mathematiklehrer) in geringerem Aus-
ziehen. maB.

e Wahle x = 1 fUr die Anzahl der Zufallszah-
len pro Stichprobe und lass flr unterschiedli-
chen Diagramme erstellen. Welcheeignen
sich, um eine eventuelle Bevorzugung einzel-
ner Zahlen zu erkennen?

Zunachst Beispiele fur zielgerichtete Fragestellun- Jedenfalls geht es bei den Fragestellungen immer
gen, jede Frage legt den Fokus auf ein bestimmtesdarum, die besonderen Merkmale der Diagramme
Merkmal: zu erfassen. Dabei ist die Entscheidung, welche und
wie viele Graphiken dazu mit dem Programm erstellt
werden, als wesentliche Aufgabe zu sehen und daher
den Lernenden zu tUberlassen. In diesem Sinn ergibt
sich interaktives Handeln, denn die Wahl der Anzahl
e Lass fur ein festes1 > 1000 und ein festes der Stichproben bzw. die Anzahl der Zufallszahlen
x > 2 mehrere Diagramme erstellen. Treten pro Stichprobe flr das erste Histogramm beeinflusst
Werte> 70 oder Werte< 30 haufiger auf? Wie  die Auswahl fur das zweite Histogramm usw. So-
lautet die Antwort fir den Vergleich von Wer- mit werden die Grundlagen fur die anschauliche Er-
ten > 90 mit Werten< 10? kenntnis von den Lernenden innerhalb des Rahmens,
den das Programm bietet, selbst ausgewahlt. Dies ist
ein bewusst betontes Ubergeordnetes Lernziel dieses
Unterrichtsvorschlages. Die selbststandige Auswahl
von Entscheidungsgrundlagen, sowohl in quantitati-
ver als auch in qualitativer Hinsicht, ist eine Fahig-

Offen formuliert und daher hohe Anforderung an die keit die weit tber die Stochastik hinaus eine Rol-
Eigenstandigkeit des experimentellen Arbeitens derl® SPielt. Hanisch schreibt in diesem Zusammenhang

e Wahle eine feste Anzaklvon Zufallszahlen je
Stichprobe und variiera. Wie verandern sich
die Histogramme?

e Variiere nun bei fester Stichprobenanzahl
die Anzahlx der Zufallszahlen pro Stichpro-
be. Wie beeinflusst die Wahl vondie Gestalt
der Histogramme?

Lernenden stellend ist: von “latenten Lehrzielen”, die es im Auge zu halten
) S _ gilt (Hanisch, 1995, S. 112), idbereinstimmung mit
e Erhdhe kontinuierlich die Anzahk der Zu-  Christmann, der das Ansteuern von Nahzielen stets

fallszahlen pro Stichprobe bzw. die Stichpro- jm Einklang mit langfristigen Zielsetzungen aufge-
benanzahin. Wie verandern sich die Histo- paut sehen will (Christmann, 1980, S. 215).
gramme?

Ebenso verhalt es sich mit dem Anspruch an die
Schiller, ihre auf der anschaulichen Ebene gewonne-

gen gemacht als mit offenen. Sie geben das “Was?”?en ErkgpgglsTe in die sprgcgllchs !Ebene”zu uber-
und “Wie?” vor und bringen naturgemal auch struk- ragt]enr.] I'l eredgungc;an und £rge nlllsse lrgnussenhso
turiertere Ergebnisse als offene Fragestellungen uncIes gehalten werden, dass ein sinnvolies besprechen

damit eine gute Basis fur das weitere Vorgehen. und Vergleichen moglich ist. Dieser Anspruch kann,
wenn es notwendig erscheint und es fiir die Lernen-

In der Sekundarstufe Il arbeite ich daher mittlerwei- den auf Grund vorangegangener Unterrichtseinheiten
le nur mit zielorientierten Fragen. Denn offene For- nicht ohnehin selbstverstandlich ist, in einem weite-
mulierungen bewirkten in der Vergangenheit letztlich ren Arbeitsauftrag formuliert werden.

In der Sekundarstufe Il habe ich mit zielgerichteten
Arbeitsauftragen im Allgemeinen bessere Erfahrun-




Wie die Schuler ihre Ergebnisse festhalten, bleibt ih- Wir suchen also nach einer Funktion, die als Dich-
nen an sich selbst Uberlassen. Nach meiner Erfahtefunktion fur Zufallsvariablen fungieren kann, de-
rung ist es allerdings unumganglich, hier mit stra- ren Haufigkeitspolygone, basierend auf den Ergeb-
tegischen Hilfestellungen zur Seite zu stehen. Dasnissen eines Experiments, annahernd eine Glocken-
beeinflusst die Eigenstandigkeit zwar deutlich, viele kurve darstellen. Die Diagramme in 1.1 liefern Mit-
Schiler neigen aber dazu ihre (oft sehr umfassendenjelwerte um 50,5 und unterschiedliche Varianzen, die
Erkenntnisse zu oberflachlich zu dokumentieren. Dasdurch die unterschiedliche Anzahl der Zufallszahlen
erweist sich im weiteren Unterrichtsverlauf, der ge- je Stichprobe und unterschiedliche Anzahl an Stich-
rade auf diesen Erkenntnissen aufbaut, als Mangelproben bedingt sind. Es ist leicht plausibel zu ma-
Uberdies ist es mir an dieser Stelle wichtig, die Be- chen, dass eine andere Wahl der Zufallszahlen (z.B.
deutung des sinnvollen Dokumentierens von Ergeb-von 1 bis 50) den Mittelwert verandert. Da es um die
nissen, sei es in verbaler oder graphischer Form, herqualitative Gleichartigkeit der Glockenkurven geht,
auszustreichen. Es handelt sich dabei um eine wich-soll die Suche unabhangig vom jeweiligen Mittelwert
tige Kompetenz, die wohl fur viele Lebensbereiche und von der jeweiligen Varianz sein. Daher wenden
grundlegende Bedeutung hat. wir eine spezielle lineare Transformation, die Stan-
dardisierung, an.

2 E!n Weg Zu!’ Gleichung der Durch Standardisieren kann man von jeder Zufalls-
Dichtefunktion variableX mit beliebigem Erwartungsweptund be-

Wir gehen nun vom Ergebnis eines Experiments aus liebiger Varianzo? zu einer Zufallsvariable mji=0

bei dem die Werte einer Zufallsvariablen gemessenundo? = 1 iilbergeheéh Damit konnen wir unsere Su-

wurden. Dieses Ergebnis sei graphisch durch eineche auf eine spezielle Kurve einschranken.

Kurve oder einen Polygonzug mit annahernd glo-

ckenformigem Aussehen erfasst. In unserem konkre-Fassen wir nun die Eigenschaften zusammen, die wir

ten Fall wird also der obere Rand der Streifenschau-von der gesuchten Dichtefunktignaufgrund unse-

bilder durch einen Polygonzug dargestellt. rer experimentellen Ergebnisse und Voriiberlegungen
fordern:
Die Auspragung der “Knicke” im Polygonzug ist

durch die Anzahl der Stichproben begriindet und ist 1. Danach den Ergebnissen der Experimente Ab-

umso weniger stark, je groRer die Anzahl der Stich-
proben und je feiner die Unterteilung der Skala fur
die moglichen Ergebnisse ist. AuRerdem ist zu be-
denken, dass viele im Prinzip stetige Zufallsvariable
mittels Klasseneinteilung als diskrete Zufallsvariable
aufgefasst werden, um in einem Experiment messba-
re Ergebnisse erhalten zu konnen. Das gilt auch fir
den Durchschnittswert von Zufallszahlen, der eine
kontinuierliche GroRRe ist, wenn man bei den Zufalls-
zahlen alle Werte aus dem Intervéll 100 zulasst.
Erst durch die Einschrankung auf ganzzahlige Werte
bewegen wir uns im diskreten Bereich.

Das rechtfertigt den Grenziilbergang— « und so-
mit die Frage nach einer glatten Glockenkurve, um
die Verteilung der Zufallsvariablen idealisiert darzu-
stellen.

Die durch empirische Befunde ausgewiesene Ge-
meinsamkeit der Verteilungen von verschiedensten
Zufallsvariablen bezieht sich natirlich nur auf eine

qualitative Gleichartigkeit der Kurve, niemals auf ab-

solute Werte von Wahrscheinlichkeiten oder Haufig-

keiten.

X—u

weichungen vom Mittelwert nach oben und
nach unten gleich wahrscheinlich sind, soll
die Funktion symmetrisch zum Erwartungs-
wert sein. Entsprechend der Standardisierung
erhaltp den Wert 0, an dieser Stelle befindet
sich der einzige Extremwert (Maximum) der
Funktion. Die Kurve ist eingipfelig und im In-
tervall] — oo, 0] monoton wachsend bzw. im In-
tervall [0, monoton fallend. Die Zufallsva-
riable soll Uberdies die Varianz 1 besitzen.

. Der glatte, glockenformige Graph der Dichte-

funktion soll ohne “Knicke” sein, was bedeu-

tet, dass wir nach einer Uberall differenzierba-
ren Funktionp fragen, die nirgends verschwin-

det.

. Dariliber hinaus muss wie fur jede Wahrschein-

lichkeitsdichte gelterp(z) > 0 Vze R und
da die Gesamtflache zwischen Dichtefunktion
undx-Achse den Wert 1 haben muss

'/:q)(z)dz: 1.

5Durchz = Terh'alt man die zWX standardisierte ZufallsvariabEemit Erwartungswert 0 und Varianz 1.
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Daraus folgtd(z) — O fur |z] — o, was auch  divergiert.
der Forderung, dass die Wahrscheinlichkeit ex-
trem grof3er Abweichungen vom Mittelwert Y
(nach oben und nach unten) sehr klein wird, |
entspricht. /N

Wir haben nun eine Funktion zu finden, die diesen / \
drei Forderungen genugt. / \

Als Ausgangspunkt sind verschiedenste elementare / \

Funktionen denkbar, die schrittweise, entsprechend A N

dem Forderungskatalog adaptiert werden. Je nach-| " | s
dem von welchem der drei Punkte man ausgeht, wird | _. ‘ ‘ ‘ ‘ N
die eine oder andere Funktion als “Startfunktion” | -3 2 -1 0 1 2 3
Verwendung finden.

So kniipft beispielsweise Strehl seit#berlegun- Abb. 5: Graph der Funktiog = ﬁ-
gen an die Funktiorf(x) = )—1( an (Strehl, 1984, S.

143). Ebbmeyer und Stamm setzen im ersten Versuch

mit einer abschnittsweisen Festlegung der gesuchten 1

Funktion an (Ebbmeyer & Stamm, 1985, S. 405).  Mit der Funktion f(x) = 2 haben wir als Funkti-

Wir beginnen beim ersten Punkt mit der Forde- onsgraph ebenfalls bereits den Typ der Glockenkurve
rung nach einer zum Erwartungswert symmetrischenVvorliegen.
Funktion. Dieses Kriterium erfullen z.B. Funktionen pje \Wahl der Basis ist beliebig, denn durch einen

: ; ; _ 2 . ’ : .
mit den Funktionsgleichungen= [x| bzw.y = X" korrekturfaktor im Exponenten kann man jederzeit
Aufgrund der Forderung nach einer tUberall differen- \,on einer Basia zu einer anderen Badidibergehen.
zierbaren Funktion scheiden Betragsfunktionen aus,ym die Handhabung der Funktion einfach zu ma-
um eine moglichst einfache Funktion zu erhalten, chen, wahlen wir daher als Basis die Euler'sche Zahl
wahlen wir als Funktionstern. e. Als “Korrekturfaktor” ist wegera ™ = e~ der

Die Funktion widerspricht aber natiirlich sowohl dem naturliche Logarithmus der Basssanzuwenden.

Anspruch auf ein Maximum an der Stelle 0 als auch ym als Dichte verwendet werden zu kdnnen, muss
dem Punkt (3). Daher ist d&bergang zur Funkti-  fiyr eine Funktion die Normierungsbedingung (3)

1 ; P ; . . 2
on f(x) = _3 nahe liegend, womit die asymptotische erfiillt sein. Es gilt daher das Integr7{ e X dx

Annaherung an die-Achse fiir[x| — o erfilllt ist.  ; perechnen. Die Berechnung dieses uneigentlichen
Diese Funktion ist jedoch an der Stefle= 0 nicht Integrals kann zum Beispiel durch déibergang zu
definiert. Wir vermeiden das durch eidederung einem Doppelintegral und Verwendung von Polarko-
im Nenner, beispielsweise durch Addition einer Kon- rginaten bewerkstelligt werdénEgal fur welchen
stanters” Berechnungsweg man sich entscheidet, die notwen-
S f(x) = 1 a0 digen Vo_rkenntnisse sind auf Schulniv_eau im Nor—
a2+ x2’ malfall nicht gegeben. Daher schlage ich an dieser
Stelle vor, das Integral von einem Computeralgebra-
oder durch Anwendung der Exponentialfunktion  programm (z.B. Derive) auswerten zu lassen, was so-
1 fort zum Ergebnis

a? ©
/ e Xdx=+T
(o]

= f(x) =

Die erst genannte Moglichkeit, die anschaulich gut
passt (vgl. Abbildung 5), scheitert an der Forderung fijhrt.
fur die Varianzo? = 1. Denn das fir die Berechnung

der Varianz relevante Integral Wir verwenden somit/mtals Normierungsfaktor und

erhalten mit

« 1 _
2 _ 2 T~ A X
(9) —'/ X > deX f(X)— e

“siehe z.B. Barth & Haller (1988), S. 288f. oder Meyer (2004), S. 96f.




eine Funktion, die den Forderungen (2) und (3)
genlgt, jedoch die in (1) genannte Bedingung nach
02 = 1 nicht erfiillt, sondern fur die Varianz den Wert
3 aufweist.

Auch hier ist gemald der Definition der Varianz die
Berechnung eines uneigentlichen Integrals, namlich

02:/ X2 £ (x)dx

erforderlich. Da man dieses Integral zumindest zu ei-
nem Teil mittels Grenzwertiiberlegungen auswerten
kann, ist die Berechnung fur manche Leistungskurse
auch auf schulischer Ebene machbarQsterreich
ware das beispielsweise im Wahlpflichtfach Mathe-
matik, das an Allgemeinbildenden Hdheren Schulen
angeboten wird, moglich.

Durch Einsetzen erhalt man
© 1 2 1 © 2
2 2 —X —X
o= Xc—e dx:—/ —X)(—xe " )dx
.[oo VT VL. 700( ) )

Das Produkt wird partiell integriert. Durch Anwen-
dung der Regel von de I'Hospital und dem Wlssen

/ e dx= v/Ttvon oben ergibt sich derWeEt

. _ _ 1
Fiir unsere vorliegende Funktion gilt alg®= > der
Erwartungswert betragt wegen der Symmetfie 0

Daher standardisieren wir die Zufallsvariatde die
durch diese Dichtefunktion beschrieben wird:

=/2X

und berechnen die Dichtefunktiaf(z) der Zufalls-
variablenZ mit dem Mittelwert O und der Varianz 1.

Z:;uzﬁ
(6) (6)

Fur die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablet

gilt
L
(D(X)_\/ﬁ/_me du

und damit fir

®(2) =P(Z<2) =P(X < %) - \iﬁt/_f e du

Wir substituieren

u—iv
_\/E
und erhalten
1 2 1 1 z _ﬁ
®(2) = / e / > dv.

8Ausfithrlicher siehe Hauer-TyppeIt, 1998, S. 65f.
“Dieser Wert lasst sich iiber die Definiti&@{X) =

Damit ergibt sich als Dichté der ZufallsvariableZ
1 2
—e 27
V21
und diese Funktion erfullt nun alle drei gestellten
Forderungen!

¢(2) =

A

Abb. 6: Vergleich der Graphen fuf(x) = %Te‘xz
1 -
oben) undp(x) = —e=2 .
(oben) undj(x) N

Es bietet sich hier an, die eben durchgefuhrte Stan-
dardisierung anschaulich zu reflektieren. Durch die
TransformatiorZ = v/2X erfahrt die Kurve eine ho-
rizontale Streckung um den Fakta/2. Um den
Flacheninhalt zwischen Kurve undAchse konstant
auf dem Wert 1 zu halten, muss daher eine vertikale

Stauchung um den Fakte\/lr—é erfolgen (vgl. Abbil-
dung 6).

Spatestens jetzt erfolgt im Unterricht die Namensge-
bung der Normalverteilung.

Unsere Vorgangsweise sagt natirlich nichts dariiber
aus, ob es noch andere Funktionen gibt, die eben-
so den Forderungskatalog erfiillen und somit als ge-
suchte Dichtefunktion fungieren kdnnten.

[2,x- f(x)dx nachrechnen
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Aufbauend auf den Ausgangspunkten unséheer- auch die Schiebung um enthalt, eignet sich dazu.
legungen, den (simulierten) empirischen Befunden, Da das Programm Mittelwert und Varianz zu jedem
haben wir die Anspriiche an die Funktion formuliert erstellten Histogramm liefert, kann auch anhand ei-
und diese fir eine Funktion abgesichert. nes konkreten Schilerergebnisses die Standardisie-

) . . rung besprochen werden.
Viele in der Natur auftretende Merkmale sind nor- 9 b

malverteilt bzw. es hat sich gezeigt, dass viele Wir knupfen die erstetUberlegungen an die Funk-
Haufigkeitsverteilungen gut durch die Normalvertei- tion y =[x bzw.y = ¥2"  An dieser willkiirlichen
lung approximiert werden kdnnen. Ob dies im Ein- Auswahl muss natiirlich nicht festgehalten werden.
zelfall zulassig ist, muss durch statistische Testver-Fiihren Schilerideen zu anderen Ausgangsfunktio-
fahren abgesichert werden. nen, so sollte man das unbedingt zulassen. Freilich
erfordert die Anpassung der vorgeschlagenen Funk-
tionen an die gestellten Forderungen im Normalfall
Anleitungen von Seiten des Lehrers, so dass das Gan-
ze auf ein angeleitetes Probieren, Annehmen und
Verwerfen von Ideen hinauslauft, bei dem die pro-
blemlésende Komponente betont wird. Dabei wird

Im vorliegenden Zugang zur Normalverteilung sind
wir von gleichverteilten Grof3en, den Zufallszahlen,
ausgegangen. Das ist eine willkiirliche Wahl, denn
diese urspringliche Verteilung der GroRRen spielt, in
dem Rahmen, den der zentrale Grenzwertsatz vor

gibt, keine Rolle. Das gerade bewirkt ja die Bedeu- " salichst hohe Schillerakiivit: b
tung der Normalverteilung. Insofern ist der Zugang eine moglichst hohe Schuleraxtivitat angestrebt was

ausbaufahig, indem man Experimente am Compu-das Einbringen von Ideen betrifft. Eine selbststandi-
ter simulieren lasst, die von anders als gleichverteil- 9e Erarbﬁltgr_lg gu;?h g'e Len;endeg 'ﬁt Ielnkzu hOh‘?r
ten Grollen ausgehen. Der Vergleich der Ergebnisséo‘nsm\[/JC ' hII"e igrc tung, i 388 _Hf uier aurrr: el
von Experimenten, die letztlich alle zu Normalver- gene ot:sc nage nr_mgr(]ar?, V\ée' SS ) e”?ahzu E/IC t\)/we—
teilung fuhren, ist sicher lehrreich und fuhrt direkt "'9 'St bestatigen sich in der Praxis nicht. Mitbe-

zur Grundaussage des zentralen Grenzwertsatzes II,ﬁtimmend fur die Intensitat der Schileraktivitat ist
Schulbereich wird der Zeitrahmen dafiir allerdings "atrlich das Vorwissen. Den wirklichen Ausschlag
nur in Ausnahmefallen gegeben sein. gibt aber die intensive, interaktive Auseinanderset-

zung mit dem Thema auf der ikonischen Ebene, die
Praktische Umsetzung - didaktische als Voraussetzung gegeben sein muss.

Bemerkungen ] ]
Tietze et al. betonen, dass gerade nach der inter-

Aufbauend auf die Ergebnisse aus der Arbeit mit aktiven Arbeit mit Computerprogrammen “die ge-

dem Programm wird gemeinsam ein I:OrderungSk""'meinsame Reflexion und Diskussion Uber die einzel-

talog fur die gesuchte Dichtefunktion erstelit. Die o, gepyitte des Mathematisierungsprozesses wich-
selbststandige Schilertatigkeit, wie sie beim Ar- tig sind” (Tietze, Klika & Wolpers, S. 170) .

beiten mit dem Programm erreicht werden kann,

darf nicht erwartet werden. Meiner Erfahrung nach Vorschlage von Schillern sollten unbedingt aufge-
erweist sich hier das klassische Lehrer-Schiler-nommen und dirfen keinesfalls ohne zufrieden stel-
Gesprach als nutzlich, indem sich sowohl eher lehrer-lende Erklarung verworfen werden. Auch Humen-
zentrierte als auch eher schillerzentrierte Phasen einberger und Reichel fordern “There must be time for
stellen. Eine detaillierte Aufschliisselung dazu kann mistrials as well, and these must not simply be consi-
an dieser Stelle nicht gegeben werden, da grup-dered as wrong; there has to be an explanation” (Hu-
penspezifische Einflussfaktoren eine zu grof3e Rollemenberger & Reichel, 1996, S. 201). Selbst wenn
spielen. Immer wieder ist es notwendig, dass konkre-manchmal regelrecht skurrile Vorschlage ins Ren-
te Anstol3e von der Lehrperson kommen. Zum Bei- nen geschickt werden und man sich schnell in ei-
spiel bei der Forderung nach Mittelwert 0 und Vari- nem Wiederholungskurs “Funktionen und ihre Ei-
anz 1, da sie sich aus den Diagrammen nicht zwin-genschaften” wiederfindet. Ich sehe das aber als et-
gend ergibt, sondern aus oben genannten Griindemvas Positives. Denn letztlich lasst sich an vielen,
(qualitative Gleichartigkeit der Glockenkurven) fest- auch urspriinglich nicht zielfilhrendé&tberlegungen
gelegt wird. Der Vorgang der Standardisierung wird Sinnvolles ankniipfen. AuRerdem ist auch das Einse-
als bekannt vorausgesetzt. In der konkreten Unter-hen mit einer Idee in einer Sackgasse gelandet zu sein
richtssituation kann es naturlich hilfreich (manchmal und die daraus gewonnen Erkenntnisse moglichst
unerlasslich) sein, diese Transformation anschaulichgewinnbringend weiter zu verwenden eine wichti-
unterstitzt zu erlautern. Eine der, oben zur Reflexi- ge Lernerfahrung. Immer wenn Schiller entdeckend
on benutzten, Abbildung 6 ahnliche Darstellung, die tatig werden “sind Irrwege, Querfeldeinpfade und
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Sackgassen ganz natirliche und lehrreiche Erfahrun- Schulfunktionen.  In:  Der  Mathematisch-

gen.” (Krainer, 1993, S. 267). In diesem Sinn ist die  Naturwissenschaftliche Unterricht 38/7, S.
. 1 -

Besprechung der Funktioh(x) = ——, a#0 402 - 407

hen. Scheint der Graoh a2h+X|2_’h {20 d Hanisch G. (1995): Wozu ist der Mathematikunter-
Zu sehen. scheint der Lraph anschadlich gut zu den ., gut? In: Grosser S. (Hrsg.): Didaktik-Reihe

gewiinschten Forderungen zu passen, so erfullt die derOMG, Heft 23, S. 106 - 127

Funktion letztlich doch nicht alle Anspriche. Hauer-Typpelt P. (1998): Zugange zur Normalvertei-

Dabei steht die genannte Funktion natrlich stellver- ~lung und ihre fachdidaktische Analyse. Dissertati-
tretend fur alle jene, die argumentativ ahnlich zu be- ~ ON. Universitat Wien o

richtsverlauf wird man bei unterschiedlichen, zu be- ~ der Mathematik. In: Leuders T. (Hrsg.): Mathema-
sprechenden, Funktionstermen landen. tik Didaktik. Berlin: Cornelsen Verlag Scriptor, S.

107 - 118
Eine grundsatzlicheJberlegung fordert die Aus- Humenberger H. und H.-C. Reichel (1996): Problem
wertung der in der Herleitung auftretenden Integra-  Solving as a Continuous Principle for Teaching:
le. Auf Schulniveau ist der Einsatz eines CAS bei  Suggestions and Examples. In: Posamentier S. und
der Berechnung vorf”, e dx , auBer in Ausnah- W. Schulz (Hrsg.): The Art of Problam Solving
mefallen, unerlasslich. Daher ist auch die Entschei- Thousand Oaks, California: Corwin Press, S. 199
dung, alle weiteren Integrale mittels CAS auszuwer- - 232
ten, naheliegend. Ob man den - oben bewusst - “geKrainer K. (1993): “Gesichertheit” versus “Unge-
mischt” gewahlten Weg geht, der eine nahere Kon- sichertheit” - ein zentrales Dilemma im Mathe-
frontation mit den Integralen notwendig macht, oder  matikunterricht. In: Schuhmann H. (Hrsg.): Bei-
die Auswertung der Integrale mittels CAS aus dem  trage zum Mathematikunterricht. Hildesheim: Ver-
Zentrum detJberlegungen heraushalt, hangt wesent-  lag Franzbecker, S. 267 - 270
lich vom Vorwissen der Schiler und der gewlinsch- Meyer J. (2004): Schulnahe Beweise zum zentralen
ten Akzentuierung des Lehrers ab. Jedenfalls ver- Grenzwertsatz. Hildesheim, Berlin: Verlag Franz-
tragt sich der Einsatz eines CAS meines Erachtens becker
sehr gut mit dem Charakter der Herleitung, die ja Strehl R. (1976): Wahrscheinlichkeitsrechnung. Frei-
auf Computereinsatz basiettberlegungen und Ide- burg i. Br.: Verlag Herder
en der Lernenden zu fordern und einzubinden undTietze, U.; Klika, M. und H. Wolpers (2002): Didak-
gleichzeitig den roten Faden nicht zu verlieren, istdie  tik der Stochastik. Mathematikunterricht in der Se-
zentrale Aufgabe des Lehrers bei der Herleitung des  kundarstufe 11, Band 3. Braunschweig/Wiesbaden:
Funktionsterms - zugegeben streckenweise ein Ba- Vieweg Verlag
lanceakt. Zentral ist, dass die Lernenden an der Ent-
wicklung der Funktionsgleichung aktiv beteiligt sind Anschrift des Verfassers
und mathematischer Inhalt im genetischen Sinn ent-Dr. Petra Hauer-Typpelt

steht. Fakultat fur Mathematik Universitat Wien
Nordbergstralie 15
. 1090 Wien
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