Einige grundsitzliche Uberlegungen

zu zwei Abituraufgaben

P. LAURIE DAVIES, ESSEN

Zusammenfassung: Der Beitrag untersucht aus ma-
thematischer Sicht zwei Aufgaben der zentralen Abi-
turpriifung 2008 in Nordrhein-Westfalen, und zwar
die Aufgaben fiir den Leistungskurs Mathematik M
LK HT 7 und M LK 7. Es geht einerseits um die un-
zuldssige Vermischung von Modellebene und Beob-
achtungsebene und andererseits um mathematische
Prdzision. Die Analyse dieser Aufgaben soll dazu
anregen, den dabei aufgeworfenen Problemen im
Stochastikunterricht mit grofser Sorgfalt zu begegnen
und Lehrbuchaufgaben kritisch zu hinterfragen.

1 Leistungskurs M LK HT 7
Ich beschrianke mich auf die Teilaufgaben a) und b).

1.1 Worum es geht

Wirft man eine Eineuromiinze, betrdgt die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Zahlwurf % Wiirfelt man
mit einem normalen Wiirfel, betrégt die Wahrschein-
lichkeit fiir eine bestimmte Augenzahl % Beim Lotto
betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte
Zahl gezogen wird, % Diese Wahrscheinlichkeiten

werden durch Symmetrietiberlegungen ermittelt. In
anderen Fillen, wo es keine Symmetrieargumente
gibt, z. B. die Erfolgswahrscheinlichkeit bei Frei-
wirfen im Basketball, greift man auf empirische
Ergebnisse zurlick und die Wahrscheinlichkeit wird
geschdtzt. Krankenhaus A in Diisseldorf registriert
in einem Jahr 514 Geburten, von denen 253 Méadchen
sind. Die Madchenquote betragt 0,492. Krankenhaus
B registriert 358 Geburten mit einer Méddchenquote
von 0,45. Krankenhaus C hat eine Madchenquote
von 0,508. Diese drei Zahlen konnen nicht alle die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Méadchen sein, sonst hin-
ge diese Wahrscheinlichkeit vom Krankenhaus ab.
Will man ein Méadchen, dann Krankenhaus C, will
man einen Jungen, dann Krankenhaus B. In der ma-
thematischen Statistik unterscheidet man zwischen
einer wahren Wahrscheinlichkeit und einer geschitz-
ten Wahrscheinlichkeit. Diese begriffliche Unter-
scheidung ist von grundlegender Bedeutung und
unerldsslich. In der Abituraufgabe werden die beiden
Begriffe vermischt: Manchmal ist die Quote die wah-

re Wahrscheinlichkeit, manchmal ist sie ein Schétz-
wert. Somit ist die Aufgabe schlecht gestellt und die
Losung des Ministeriums falsch.

1.2 Modellierung

Bei der Aufgabe handelt sich um eine Anwendung
der Binomialverteilung. Mit der Binomialverteilung
modelliert man einen Vorgang, bei dem eine feste
Anzahl n von Versuchen durchgefiihrt wird, wobei es
bei jedem Versuch nur zwei Mdoglichkeiten gibt, die
traditioneller Weise ,,Erfolg* und ,,Misserfolg™ ge-
nannt werden. Es wird davon ausgegangen, dass die
Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir alle Versuche die-
selbe ist, und dass sich die einzelnen Versuche nicht
gegenseitig beeinflussen. Die Ergebnisse der einzel-
nen Versuche werden durch ZufallsgroBen X ,..., X
bezeichnet, wobei X = 1 bzw. X, = 0, falls der i-te
Versuch ein Erfolg bzw. ein Misserfolg ist. Bei einer
Textaufgabe muss die Modellierung entweder ange-
geben werden, oder sie muss aus der Beschreibung
der Situation eindeutig hervorgehen.

Wenn die Modellierung feststeht, wird die Aufgabe
innerhalb des Modells weiter bearbeitet. D. h., es
wird angenommen, dass das Modell stimmt. Es ist
nicht die Aufgabe des Abiturienten, die Angemes-
senheit der Modellierung zu hinterfragen. Bei der
Binomialverteilung ist die Anzahl n» von Versuchen
bekannt. Bei der Erfolgswahrscheinlichkeit p gibt es
zweil Moglichkeiten: Entweder p ist bekannt, oder p
ist nicht bekannt und man will p aus der Versuchs-
reihe schitzen. In der letzteren Situation muss klar
zwischen dem wahren Wert p und einem Schétzwert
D, unterschieden werden. Bei der Binomialverteilung
ist der Schitzwert immer das arithmetische Mittel

— + + . .
X = u der Versuchsreihe. Die klare Un-

n

n
terscheidung zwischen einem wahren Parameterwert
und einem Schitzwert hierfiir ist fundamental: Die
ganze schliefende Statistik basiert darauf.

1.3 p bekannt

Wenn die Anzahl n von Versuchen und die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p bekannt sind, kann man mithilfe
der Binomialverteilung Aussagen iiber die Anzahl der
erfolgreichen Versuche in der Versuchsreihe treffen.
Eine Miinze wird fiinfmal geworfen und wir suchen
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir hochstens drei
,»Zahl“-Wiirfe bekommen. Hier ist » = 5 und p = %
Mithilfe der Binomialverteilung ergibt sich eine

Wabhrscheinlichkeit von 0.8125. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass wir genau drei ,,Zahl“-Wiirfe be-
kommen betrdgt 0.3125. Wir haben in diesem Bei-

spiel die Erfolgswahrscheinlichkeit einfach gleich %
gesetzt. Bei einer normalen Miinze scheint dies aus

Symmetriegriinden plausibel, denn es gibt im Nor-
malfall keinen Grund, die eine oder die andere Sei-
te der Miinze vorzuziehen. Ahnliches gilt fiir einen
Wiirfel oder fiir die Ziehung der Lottozahlen. Um
ganz eindeutig zu sein, kann man von einer ,,fairen‘
oder einer ,unverfilschten“ Miinze sprechen. Die
Wahrscheinlichkeit p ist hier durch Symmetrietiber-
legungen bestimmt. In den meisten Anwendungsfal-
len ist aber eine Symmetrie nicht vorhanden und die
Wahrscheinlichkeit p muss anders ermittelt werden.
Ein Beispiel ist das Geschlecht eines neugeborenen
Kindes. Man kann schreiben ,,Aus langjéhriger Er-
fahrung ist bekannt, dass die Wahrscheinlichkeit, ein
Maidchen zu bekommen, 0,481 betrdgt oder, noch
einfacher ,,.Die Wahrscheinlichkeit, ein Médchen
zu bekommen, betrdgt 0,481, oder ,,Bei einem ge-
falschten Wiirfel betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir
die Augenzahl Sechs 0,183. Es ist nicht Aufgabe des
Abiturenten, nachzufragen, wie die Werte 0,481 oder
0,183 ermittelt wurden, er hat sie lediglich bei den
weiteren Berechnungen einzusetzen. Auf die Frage,
wie solche Werte ermittelt werden, gehen wir spéter
ein, weil dies fiir die Bearbeitung der Abituraufgabe
relevant ist. Auf jeden Fall gibt es bei bekanntem p
eine klare Sprachreglung, die einzuhalten ist, und aus
der der Wert von p eindeutig hervorgeht.

1.4 p unbekannt

Bei Geburten stellt man anhand der Daten ziem-
lich schnell fest, dass es mehr Jungen als Madchen
gibt. Will man die Wahrscheinlichkeit fiir eine Méd-
chengeburt bestimmen, so muss man so viele un-
verfilschte Daten wie mdglich, die iiber Zeit und
Raum homogen sind, bekommen, und daraus die re-
lative Haufigkeit von Méadchengeburten bestimmen.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass wir die
Daten fiir eine Millionen Geburten haben, wovon

481 345 Méadchengeburten waren. Man konnte nun
p durch die Zahl 0,481345 schdtzen, aber man weil,
dass dies nicht der ,,wahre* Wert von p ist: Wiirde

man eine faire Miinze mit % eine Million Mal wer-

fen, dann wire man sehr iiberrascht, wenn es genau
500 000 Zahlwiirfe gébe. In der Statistik gibt man
deswegen ein sogenanntes Konfidenzintervall von
plausiblen Werten fiir p an. Die Bestimmung eines
Konfidenzintervalls in dieser Situation ist Bestandteil
des Leistungskurses in der Mathematik. Fiir die oben
angegeben Daten erhalten wir als 95%-Konfiden-
zintervall fiir p das Intervall [0.4804, 0.4823]. Wenn
man berticksichtigt, dass wir eine Million Datensitze
haben, ist es vielleicht iiberraschend, dass wir sowohl
0.4804 als auch 0.4823 als plausible Werte fiir p an-
sehen. Stehen uns nur 1 000 Geburten zur Verfiigung,
von denen 481 Midchen sind, so bekommt man als
Konfidenzintervall [0.450, 0.512]. Hier ist die Unsi-
cherheit iiber den wahren p-Wert ziemlich groB3.

1.5 Teil a) der Aufgabe
Dieser Aufgabenteil lautet:

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in
der amerikanischen Profiliga NBA beim Club Dallas
Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er bei
Freiwiirfen eine Trefferquote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(2) hochstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,

(3) héchstens viermal nacheinander bei Frei-
wiirfen erfolgreich ist.

Zuerst ist es aus der Formulierung der Aufgabe
klar, dass der Wert 90,4 % aus den Daten der Saison
2006/2007 empirisch festgestellt wurde. Interpretiert
man 90,4 % als eine Wahrscheinlichkeit von 0,904, so
handelt es sich eindeutig um einen Schdtzwert, nim-
lich das arithmetische Mittel der Beobachtungen, und
nicht um die wahre unbekannte Wahrscheinlichkeit
p. An dieser Stelle wird die Quote 0,904 vom Mini-
sterium als die wahre Wahrscheinlichkeit betrachtet:

,, Die Zufallsvariable X fiir die Anzahl der Treffer bei

10 Versuchen ist B, 0:0.90 verteilt.

Spéter in Teil b) der Aufgabe wird eine solche Quote
als Schitzwert betrachtet. Es liegt also eine Begriffs-
verwirrung vor, weil nicht konsistent unterschieden
wird zwischen der wahren Wahrscheinlichkeit p und
einem Schitzwert X, fiir diese Wahrscheinlichkeit.
Wenn der Stichprobenumfang, auf dem der Schétz-
wert basiert, hinreichend grof3 ist, ist die Differenz
klein, und gerade diese Tatsache rechtfertigt Formu-
lierungen wie ,,aufgrund langjéhriger Erfahrung weif3
man, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit 0,9 betragt™.
Eine solche Formulierung wurde nicht gewihlt, im
Gegenteil, der Hinweis auf die Saison 2006/2007




verdeutlicht, dass der Stichprobenumfang eher klein
war. In Teil b) der Aufgabe werden genaue Angaben
iiber die Daten gemacht. Danach erzielte Nowitzki
498 Treffer bei 551 Versuchen. Berechnet man hier-
fiir ein 95%-Konfidenzintervall fiir die wahre Wahr-
scheinlichkeit p, so bekommt man [0.8792, 0.9284].
Damit ist die einzig plausible Losung zu (1) die Be-
hauptung, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit zwi-
schen 0.2345 (p = 0.8792) und 0.1273 (p = 0.9284)
liegt.

Die Teilaufgabe (3) ldasst mehrere Interpretationen
zu. Ich analysiere drei. Da wir hierfiir einen Wert fiir
die ,,wahre* Wahrscheinlichkeit brauchen, werde ich
trotz der oben angegebenen Kritik den Wert 0,904
einsetzen.

* In der Presse wird behauptet, dass die Anzahl der
Versuche fehlt, um die Aufgabe 16sen zu kdnnen.
Da aber die Anzahl 10 in (1) und (2) angegeben
wird, liegt es nahe, auch 10 in (3) anzunehmen.
Nimmt man an, dass 10 Versuche durchgefiihrt
wurden, ist die Aufgabe nun wohl gestellt, aber
die Berechnung der Losung ist duBerst langwie-
rig: Von den 2'° = 1024 moglichen Versuchsreihen
muss man die Anzahl derjenigen bestimmen, in
denen die Eins hochstens viermal nacheinander
vorkommt. Dies macht man am besten, indem man
zuerst die Gesamtanzahl k£ von Erfolgen festlegt.
Bei £ = 10 und & = 9 tiberlegt man sich schnell,
dass es keine Moglichkeit gibt, die Einsen so zu
platzieren, dass sie hochstens viermal nacheinan-
der vorkommen. Bei k£ = 8 gibt es 15 Moglichkei-
ten, die hier aufgelistet sind:

(0111101111) ~ (1011101111) (1011110111)
(1101101111) ~ (1101110111) (1101111011)
(1110101111) ~ (1110110111) (1110111011)
(1110111101)  (1111001111) (1111010111)
(1111011011)  (1111011101) (1111011110)

Nun kann man das Ganze wiederholen mit k = 7
usw. Es ist klar, dass der Schwierigkeitsgrad und
der dafiir notwendige Zeitaufwand einer (Teil-)
Abituraufgabe nicht angemessen sind.

e Wir nehmen nun an, dass die Anzahl der Versu-
che n =5 ist. Das einzige, das fiir diese Interpre-
tation spricht, ist, dass die Losung mit der Losung
des Ministeriums iibereinstimmt. Zu der Losung
schreibt das Ministerium:

,,Man betrachtet das Gegenereignis, dass er fiinf
Treffer hintereinander schafft ... **

Das Gegenereignis von ,,hochstens vier™ ist nicht
Hfunf, sondern ,,mindestens fiinf. Es ist nur dann
fiinf, wenn er genau fiinfmal wirft. Diese Information

steht aber nirgends in der Aufgabe und es gibt keinen
Grund, dies anzunehmen. Wenn er nur fiinfmal wirft,
dann ist die Losung des Ministeriums (1 — 0,904° =
1 -0,6037 =0,3963) sowie die Begriindung korrekt.
In allen anderen Fillen ist die Begriindung falsch.

* In der dritten Interpretation stellen wir uns vor,
dass beim Training folgendes Spiel zwischen zwei
Spielern gespielt wird: Einer fangt an (entschieden
durch einen Miinzwurf) und macht Freiwiirfe bis
zum ersten Fehlwurf. Der zweite Spieler ist nun
an der Reihe und macht Freiwiirfe bis zum ersten
Fehlwurf usw. Nowitzki spielt dieses Spiel gegen
einen Teamkameraden und fiangt an. Man bestim-
me die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er bei sei-
nem ersten Versuch hdochstens viermal erfolgreich
war. Die moglichen Versuchsfolgen sind

0, 10, 110, 1110, 11110

mit den Wahrscheinlichkeiten
0,096, 0,904 - 0,096, 0,904 - 0,096,
0,904% - 0,096  0,904* - 0,096.

Man rechnet nun aus, dass die gewiinschte Wahr-
scheinlichkeit 1 — 0,904° = 0,3963 betrdgt. Man
stellt fest, dass auch diese Losung mit der Losung
des Ministeriums tibereinstimmt. Die Begriindung
ist aber eine ganz andere. Die Interpretation ist die
einzige, bei der die Anzahl der Wiirfe nicht von
vornherein festgelegt ist. Ein sehr guter Schiiler
hétte durchaus diese Variante wihlen konnen.

1.6 Teil b) der Aufgabe
Wir zitieren diesen Aufgabenteil:

Bei Heimspielen hatte er eine Freiwurfbilanz von 267
Treffern bei 288 Versuchen, bei Auswdrtsspielen lag
die Quote bei 231:263. Ein Sportreporter berichtet,
dass Dirk Nowitzki auswdrts eine deutlich schwd-
chere Freiwurfquote habe.

Untersuchen Sie auf einem Signifikanzniveau von
5 %, ob die Trefferanzahl bei Auswidrtsspielen

(1) signifikant unter dem Erwartungwert fiir Heim-
und Auswdrtsspiele liegt,

(2) signifikant unter dem Erwartungswert fiir Heim-
spiele liegt.

Gehen wir Teilaufgabe (1) durch. Hier wird der Be-
griff ,,Erwartungswert* erwdhnt. Fiihrt man »n Versu-
che durch mit einer konstanten Erfolgswahrschein-
lichkeit p, so ist der Erwartungswert der Trefferanzahl
T =X +..+X genau np: In der Schreibweise der
Statistik £(7 ) = np. Dabei ist p der wahre unbekann-




te Wert fiir die Wahrscheinlichkeit. Aus der Aufgabe
geht hervor, dass wir zwischen Heim- und Auswarts-
spielen unterscheiden miissen. Wir bezeichnen die
Erfolgswahrscheinlichkeit fiir Heimspiele mit p,, und
fiir Auswirtsspiele mit p,. Dann ist der Erwartungs-
wert der Trefferanzahl fiir Heimspiele 7, p,, und flir
Auswirtsspiele 7, p,. In der Schreibweise der Stati-
stik, nun etwas umstidndlicher, um Heim- und Aus-
wiértsspiele unterscheiden zu konnen

E(T],;IJ =Dy E(T‘j) =Py

Nun, die wahren Werte p, und p, kennen wir nicht;
Das Ministerium ersetzt sie einfach durch die Schétz-

werte X nI;{I und X n’j . Es schreibt dazu

LEsseiX B -verteilt; ...,

263;0,904
woraus die Verwechslung eines Schitzwertes mit
dem wahren Parameterwert sichtbar ist. Damit ist
der ,,Erwartungswert™ fiir Heim- und Auswartsspiele

nun nichts anderes als TnI: +T, ‘j. Die Trefferanzahl

bei Auswirtsspielen ist Tn‘j und wir miissen testen,

ob Tn’j signifikant kleiner ist als 715 +T n’j, Dies ist

nun ja immer der Fall, insofern man wenigstens einen

Treffer in einem Heimspiel erzielt hat. Setzt man die
Daten ein, miissen wir testen, ob 231 < 267 + 231,
was ja stimmt. Hier liegt vermutlich ein Tippfehler
vor: Man meint nicht die ,, Trefferanzahl“, sondern
die Trefferquote. Wiederholen wir nun das Ganze mit
Trefferquote.

Die Trefferquote flir Heimspiele bzw. Auswiértsspiele

ist X 5 bzw. X n‘j mit den Erwartungswerten

{5 o5

nH )‘IA

Der Erwartungswert der Trefferquote fiir Heim- und
Auswirtsspiele betragt

NyPy TN,P,
n,tn,

und wir sollen nun anhand der Daten testen, ob

p, <MaPu Dy
A
n,tn,

Da aber die wahren p,, und p, nicht bekannt sind, hat

C . nyp,tn,p
das Ministerium sie in dem Ausdruck %
n,+n

H A

einfach durch X g und X n‘j ersetzt und tat so, als ob

sie die wahren Werte sind (s. o0.). Gleichzeitig wird
aber in der Losung des Ministeriums X, ., als Schitz-

wert fiir p, behandelt. Mit anderen Worten, X, n’j wird
manchmal als der wahre Wert betrachtet und manch-
mal als ein Schétzer hierfiir und noch dazu im selben
Satz. Die Begriffsverwirrung ist komplett.

Die vom Ministerium angebotene Losung zeugt von
einer volligen Begriffsverwirrung. Das Ministerium
unterscheidet nicht zwischen dem wahren Wert p und

dem Schitzwert )?n fiir p. Die Verwirrung geht so-
weit, dass in ein und derselben Aufgabe X, sowohl

als der wahre Wert als auch als der Schiatzwert behan-
delt wird. Die Losung des Ministeriums ist unsinnig
und falsch. Die Unterscheidung von Schitzwerten
und wahren Werten ist von grundlegender Bedeutung
in der Statistik: Die ganze Schéitz- und Testtheorie,
d. h. die ganze schlieBende Statistik, basiert darauf.
Ein Schiiler, der richtig gelernt hat, diese Begriffe
zu trennen, kann diese Aufgabe nicht 16sen. Die Ver-
suche, die Wahrscheinlichkeitstheorie und die Stati-
stik als Teilgebiete der Mathematik an der Schule zu
etablieren, etwa dadurch, dass die Stochastik inzwi-
schen Pflichtbereich fiir Lehramtskandidaten des Fa-
ches Mathematik ist, werden durch solche fehlerhafte
Aufgabenstellungen konterkariert.

2 Leistungskurs M LK 7

2.1 Worum es geht

Es geht um den Umkehrschluss. Die Mathematik
zeichnet sich durch die Strenge ihrer Argumentation
aus.

Ein Ingenieur, ein Physiker und ein Mathematiker
fahren mit dem Zug durch England. Durch das Fen-
ster sehen sie ein einzelnes Schaf. Sagt der Ingenieur:
,»Alle Schafe in England sind schwarz.* Sagt der Phy-
siker: ,,Es gibt schwarze Schafe in England.” Sagt der
Mathematiker: ,,Es gibt mindestens ein Schaf in Eng-
land, von dem mindestens eine Seite schwarz ist.*

Im Leben ist eine solche Strenge nicht immer rat-
sam, weil sie zusitzliche Information, die fiir die
Behauptung relevant ist, ausschliefit. Jeder, der in
England war, weil3, dass es viele Schafe gibt, dass
die Mehrheit weil} ist, und dass ein Schaf, ob weil}
oder schwarz, dieselbe Farbe auf beiden Seiten hat.
So verhilt es sich auch mit dem Umkehrschluss: Im
Leben ist der Umkehrschluss oft berechtigt, obwohl
er weder logisch noch empirisch zwingend ist. Wenn
es regnet, wird die Strale nass. Im Umkehrschluss,
ist die Strale nass, dann hat es geregnet. Im Allge-




meinen stimmt dieser Umkehrschluss, und wenn er
nicht stimmt, sucht man eine Erkldrung, z. B. eine
geplatzte Wasserleitung. Ein Umkehrschluss kann
aber nicht nur logisch, sondern auch empirisch da-
neben liegen. Alle Menschen sind Lebewesen. Der
Umkehrschluss: Alle Lebewesen sind Menschen.

In der Mathematik gibt es aber kein Pardon. Entwe-
der stimmt der Umkehrschluss oder er stimmt nicht,
und fiir den letzteren Fall reicht eine einzige Ausnah-
me oder ein Gegenbeispiel aus. Im Mathematikun-
terricht unterscheidet man zwischen notwendig (das
brauchen wir) und hinreichend (das geniigt). Um ein
Mensch zu sein, ist es notwendig, ein Lebewesen zu
sein. Um ein Lebewesen zu sein, ist es hinreichend,
ein Mensch zu sein. Der Umkehrschluss ist nur dann
gerechtfertigt, wenn hinreichend und notwendig zu-
sammenfallen. Manchmal wissen die Mathematiker
nicht, ob der Umkehrschluss richtig ist. Hier ist ein
berithmtes Beispiel. Die Summe zweier Primzah-
len p. + p, mit p, p, 2 3 ergibt eine gerade Zahl
n > 6. Dies stimmt und ist leicht zu zeigen. Der Um-
kehrschluss lautet: Jede gerade Zahl ist die Summe
zweier Primzahlen p, + p, mit p, p, 2 3. Ob dies
stimmt, ist nicht bekannt: Es gibt weder einen Beweis
noch ein Gegenbeispiel.

Die Unterscheidung zwischen notwendig und hin-
reichend ist fiir die Mathematik essenziell und wird
nicht nur im Leistungskurs, sondern auch im Grund-
kurs Mathematik gelehrt, z. B. im Zusammenhang
mit der Kurvendiskussion, wo der Unterschied sehr
stark betont wird. Ist eine Funktion zweimal diffe-
renzierbar, dann ist eine erste Ableitung von null eine
notwendige Bedingung fiir ein lokales Maximum.
Einfache Beispiele zeigen, dass die Bedingung nicht
hinreichend ist. Eine erste Ableitung von null und die
zweite Ableitung kleiner als null ist eine hinreichen-
de Bedingung fiir ein lokales Maximum. Wieder zei-
gen einfache Beispiele, dass diese Bedingung nicht
notwendig ist. Ein Schiiler, der behauptet, es liege ein
lokales Maximum vor, weil die erste Ableitung null
ist, wiirde hierfiir keine Punkte bekommen. Dies gilt
nicht nur fiir die Kurvendiskussion und die Analy-
sis. Es gilt fiir die Mathematik im Ganzen, also auch
fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie: Entweder wird
der Umkehrschluss bewiesen oder er wird durch ein
Gegenbeispiel widerlegt oder man schiittelt den Kopf
und gibt zu, es nicht zu wissen.

2.2 Teil a) der Aufgabe
Die Aufgabe lautet:

Begriinden Sie, dass nur eine der beiden Zufallsva-
riablen binomialverteilt ist.

Hier ist ein Satz aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Sarz 1: Es seien X ,..., X unabhdngig verteilte Zu-
fallsvariable mit

PX=0)=1-p,PX=1)=p,i=1,.,n.

Dann gentigt die Summe S =X, + ... + X der Bino-
mialverteilung B,

Mithilfe dieses Satzes folgt, dass die Zufallsvariab-
le X, der Aufgabe der B, -Verteilung geniigt. Die
Argumentation des Ministeriums ist in diesem Falle
korrekt. Um die Aufgabe vollstandig zu 16sen, muss
noch gezeigt werden, dass die Zufallsvariable X der
Binomialverteilung nicht geniigt. Das Ministerium
argumentiert mit dem Umkehrschluss:

Die Zufallsvariable X, ist nicht binomialverteilt, da
die Wahrscheinlichkeit, eine Kugel abzulegen, vom
Zustand der Ablegepliitze abhdngig und somit bei
den einzelnen Wiirfen unterschiedlich ist.

Dieses Argument ist nur richtig, wenn der Um-
kehrschluss zu Satz 1 stimmt. Er lautet:

»SATZ 2 Es seien X , ..., X Zufallsvariable. Geniigt
die Summe § =X + ..+ X der Binomialverteilung
Bn,‘p’ dann sind X, ..., X unabhéngig verteilt und es
gilt

PX=0)=1-p,PX=1)=p,i=1,..,n

Diesen Satz finden Sie in keinem Buch und aus gu-
tem Grund, er stimmt ndmlich nicht. Hier ist ein Ge-
genbeispiel mit n = 2:

e, -1-2

P(){vlzo):l,
3

3 1

PC}(2:O|X1:0):Zr P(X2:1|X1:0):Z’
5 3

POG=01X, =D)=o, POG=11X, =1)==.

Die Zufallsvariablen X, and X, sind nicht unabhingig
verteilt und es gilt

P, —0)=L1, Por,-1)=2,
3 3
2 1

P =0)=2, Por,=1=1,

d. h., die Erfolgswahrscheinlichkeit ist nicht kon-
stant. Trotzdem geniigt X, + X, der Binomialvertei-
lung B

2;0,5°

Obwohl das Argument des Ministeriums falsch ist,
ist die Behauptung selbst richtig. Nach jedem Wurf
hat man eine Kugel mehr oder eine Kugel weniger.
Nach zwei Wiirfen hat man entweder 2 Kugeln mehr,
dieselbe Anzahl von Kugeln oder 2 Kugeln weniger,




d. h., der Unterschied ist entweder 0 oder eine gerade
Zahl. Nach fiinfmal zwei Wiirfen ist der Unterschied
somit entweder null oder eine gerade Zahl. Mit an-
deren Worten, die Wahrscheinlichkeit, dass X, eine
ungerade Zahl ist, ist null und somit ist X, nicht bino-
mialverteilt. Falle ich mit dieser Losung durch? Die

Frage ist nicht rhetorisch. Ein Schiiler schreibt:

,»X, ist nicht binomialverteilt, weil X, immer eine ge-
rade Zahl ist.

Die Antwort besticht durch Einfachheit, Klarheit und,
obendrein, Korrektheit. Wie aber reagiert ein Lehrer
bei der Korrektur? Die Begriindung hat nichts, aber
gar nichts mit der ,,Losung* des Ministeriums zu tun.
Es ist gut moglich, dass der Lehrer nicht weiter dar-
iiber nachdenkt und die Losung als falsch bewertet.
Immerhin hat die ,,Losung™ des Ministeriums alle
Kontrollinstanzen durchlaufen, ohne dass es jeman-
dem aufgefallen ist, dass X, immer eine gerade Zahl
ist.

3 Fazit

Im Abitur 2008 waren beide Aufgaben im Bereich
der Stochastik fehlerhatft.

Anschrift des Verfassers

P. Laurie Davies
Universitat Duisburg-Essen
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Aufgabenstellung:

Der deutsche Basketball-Profi Dirk Nowitzki spielt in der amerikanischen Profiliga NBA
beim Club Dallas Mavericks. In der Saison 2006/2007 erzielte er bei Freiwiirfen eine Tref-
ferquote von 90,4 %.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass er
(1) genau 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(2) héchstens 8 Treffer bei 10 Versuchen erzielt,
(3) héchstens vier Mal nacheinander bei Freiwiirfen erfolgreich ist. (12 Punkte)

b) Bei Heimspielen hatte er eine Freiwurfbilanz von 267 Treffern bei 288 Versuchen, bei
Auswiirtsspielen lag die Quote bei 231:263. Ein Sportreporter berichtet, dass Dirk
Nowitzki auswiirts eine deutlich schwichere Freiwurfquote habe.

Untersuchen Sie auf einem Signifikanzniveau von 5 %, ob die Trefferanzahl bei Auswirts-
spielen

(1) signifikant unter dem Erwartungswert fiir Heim- und Auswirtsspiele liegt,

(2) signifikant unter dem Erwartungswert fiir Heimspiele liegt. (10 Punkte)
(Hinweis: Fiir eine bi i teilte oBe X mit ichung 6> 3 gilt
niherungsweise P(X > 1 —1,64G) = 0,95.)

Nur fiir den Dienstgebrauch!
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Wir betrachten das folgende Spiel:

Jeder Spieler erhilt 10 Kugeln, die er im Verlauf des Spiels loswerden méchte. Dabei wer-
den 5 durchnummerierte Ablegeplitze, auf die jeweils eine Kugel passt, und eine Kiste, in

die beliebig viele Kugeln passen, verwendet.

1 2 3 4 5 6

Es wird mit einem Wiirfel gewiirfelt.

1. Wirfelt ein Spieler eine 6, so darf er eine seiner Kugeln in die Kiste legen und wird sie
damit los.

~

Wiirfelt der Spieler eine der Zahlen 1 bis 5, so sind zwei Falle moglich:

2.1 Ist der Ablegeplatz mit der entsprechenden Nummer frei, darf der Spieler eine sei-
ner Kugeln ablegen und wird sie damit los.

2.2 Ist der Ablegeplatz mit der entsprechenden Nummer besetzt, wird der Spieler keine
Kugel los, sondern muss die dort liegende Kugel zu seinen anderen Kugeln nehmen.
Der Ablegeplatz wird dadurch wieder frei.

a) Ein Spieler hat 10 Kugeln und wiirfelt 10-mal. Die Zufallsvariable X, gebe die Anzahl
der Kugeln an, die der Spieler losgeworden ist, die Zufallsvariable X, gebe die Anzahl
der Kugeln an, die der Spieler in die Kiste gelegt hat.

Begriinden Sie, dass nur eine der beiden Zufallsvariablen binomialverteilt ist. Diese
wird nun mit X bezeich hnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X >3). (8 Punkte)

Nur fiir den Dienstgebrauch!




