Grundbegriffe der Beschreibenden Statistik
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Zusammenfassung: In Schulbiichern und in der
Fachliteratur werden Grundbegriffe der Beschrei-
benden Statistik wie ,, Merkmal“ ,,Skala* und ,, Da-
ten* sehr unterschiedlich verwendet und erkldrt.
Oft unterscheidet man in aufwdndiger Weise Merk-
malsarten, Skalenarten und Datenarten. Nach einer
kurzen Problemdarstellung wird ein Vorschlag zur
Definition von Grundbegriffen auf der Ebene der
Realmodelle unterbreitet, der an die Definition des
Grofenbegriffs von Griesel (1997) ankniipft. Davon
ausgehend wird ein einfaches und unterrichtstaugli-
ches System von Bezeichnungen vorgeschlagen.

1 Beschreibende Statistik in Schule
und Lehrerbildung

1981 hat Winter folgende {iberzeugende Argumente
fiir die Aufnahme der Beschreibenden Statistik (BS)
in den Mathematikunterricht aller Schularten ange-
fiihrt und sie in Form von Thesen formuliert. (Winter
1981, S. 280-285):

e These 1: Die BS ist von hinreichender mathema-
tischer Substanz, um im Mathematikunterricht
der S1 unterrichtet zu werden.

e These 2: Die BS ist geeignet, libergeordneten
Zielvorstellungen allgemein bildender Schulen
zu dienen.

e These 3: Die Inhalte und Prozeduren der BS
konnen den Schiiler in seiner jetzigen Existenz
betroffen machen und damit zur Personwerdung
beitragen.

e These 4: Die BS eignet sich in besonderer Weise
zur Eingliederung in den klassischen Schulstoff
und bildet vielféltige Moglichkeiten, Beziehun-
gen zwischen unterschiedlichen Stoftbereichen
herzustellen.

Wihrend in den Lehrplinen und Lehrbiichern fiir
nicht-gymnasiale Bildungsgidnge die Beschreibende
Statistik schon immer einen groflen Stellenwert be-
sitzt, gewinnt sie — ausgeldst durch die KMK-Bil-
dungsstandards — auch in gymnasialen Bildungsgén-
gen in den letzten Jahren zunehmend an Bedeutung.
Zuvor trat sie oft nur am Rande auf.

Probleme der Einordnung der Beschreibenden Statis-
tik in ein Stochastik-Curriculum zeigen sich bereits
bei der Erklarung des Begriffs ,,Stochastik™. So tritt
etwa im Lehrbuch Didaktik der Stochastik von Kiit-
ting (1994) die Beschreibende Statistik gar nicht auf.

Biichter & Henn (2011) sowie Miiller (1991) verste-
hen unter Stochastik die Zusammenfassung von Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematischer Statis-
tik. Einen interessanten Vorschlag unterbreitet Stahel
(2002, S. 5), der die sich gegenseitig {iberschneiden-
den Gebiete Stochastik, Statistik, angewandte Statis-
tik und statistische Datenanalyse unterscheidet.

Wenn die Beschreibende Statistik in mathematischen
Fachbiichern erwdhnt wird, erfolgt lediglich eine
knappe Darstellung einiger grundlegender Begriffe
und Verfahren. (Henze 2012, Kiitting & Sauer 2011,
Stahel 2002). Ein aktuelles mathematisches Fachbuch
zur Beschreibenden Statistik habe ich vergeblich ge-
sucht und nur umfassende Darstellungen von Wis-
senschaftlern aus Anwendungsbereichen gefunden
(Bourier 2011, Fahrmeir et al. 2007, Schéfer 2010).

In den aktuellen Bildungsstandards aller Schularten
und Schulstufen haben Elemente der Beschreibenden
Statistik entsprechend dem internationalen Stand eine
gleichberechtigte Position neben der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, was bereits in der Bezeichnung der
entsprechenden Leitidee mit ,,Daten und Zufall* zum
Ausdruck kommt.

Die Probleme der Behandlung der Beschreibenden
Statistik in der Schule insbesondere in gymnasialen
Bildungsgéngen hidngen aus meiner Sicht eng mit
Problemen der Lehrerausbildung zusammen. So fehlen
héufig entsprechende Ausbildungsbestandteile. In den
Empfehlungen zur Lehrerausbildung der Gesellschaf-
ten DMV, GDM und MNU (Standards 2008) wurden
sehr geeignete Vorschldge fiir Inhalte zur Beschreiben-
den Statistik unterbreitet. Dort wird u. a. fiir alle Studi-
engénge vorgeschlagen, dass die Studierenden

e statistische Erhebungen planen, durchfiihren
und auswerten,

e grafische Darstellungen fiir uni- und bivariate
Daten lesen und erstellen.

Diese Studieninhalte waren und sind z. B. an der Uni-
versitiat Rostock auch nach der Reform der Lehrerbil-
dung kein Bestandteil der Ausbildung fiir Gymnasi-
allehrer. Thre Aufnahme in die neuen Module wurde
von den Fachkollegen u. a. mit folgenden Argumen-
ten abgelehnt:

e Die Beschreibende Statistik und die Explorati-
ve Datenanalyse sind fachlich so anspruchslos,
dass sie nicht Gegenstand einer Fachausbildung
fiir Gymnasiallehrer sein kdnnen.
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e Die Planung und Durchfiihrung statistischer Er-
hebungen und die damit verbundenen Probleme
sind kein Gegenstand der Mathematik, sondern
der Sozialwissenschaften.

Eine Folge dieser Ignoranz beruflicher Anforderun-
gen im Lehramtsstudium ist, dass unsere Studieren-
den nur iiber sehr mangelhafte Grundkenntnisse in
der Beschreibenden Statistik verfiigen. In meinen
Lehrveranstaltungen zur Didaktik der Stochastik fiir
Lehrdmter in den Sekundarstufen habe ich in den
letzten Semestern unvorbereitete Tests zum grundle-
genden Wissen und Konnen in der Beschreibenden
Statistik durchgefiihrt. Die Erfiillungsquoten lagen
im Schnitt bei 25 %, relativ unabhingig davon, ob
die Fachausbildung in Stochastik bereits abgeschlos-
sen wurde oder nicht.

2 Grundbegriffe der Beschreibenden
Statistik in der Literatur

Wihrend die Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung seit ihrer axiomatischen Fundierung durch
Kolmogorow exakt festgelegt werden konnen, ist dies
fiir die Grundbegriffe der Statistik bisher nicht der
Fall. Dies ist sicher eine der Ursachen dafiir, dass die
Beschreibende Statistik nicht als ein Teilgebiet der
Mathematik anerkannt wird. lThre grundlegenden Be-
griffe werden oft nur beschrieben und sehr selten wird
der Versuch einer Definition unternommen, wie es
etwa Ferschl (1978) in ausfiihrlicher Weise versucht
hat. So wird etwa der Begrift Merkmal erklart als

e cine Klasseneinteilung der Grundgesamtheit.
(Ferschl 1978),

e interessierende Grof3e einer statistischen Einheit
(Fahrmeier 2007, Henze 2012), oder als

e Bezeichnung fiir eine Menge von Merkmalsaus-
pragungen (Schéfer 2010).

Eine besonders groB3e Vielfalt findet man bei den Klas-
sifizierungen von Merkmalen, Skalen und Datenarten.
So gibt es in der Literatur unter anderem folgende Be-
zeichnungen fiir verschiedene Arten von Merkmalen:
e dichotomes Merkmal, Nominalmerkmal, Rang-
merkmal, metrisches Merkmal;
e nominalskaliertes, rangskaliertes, metrisch ska-
liertes Merkmal;

e qualitatives, quantitatives Merkmal;

e artméBiges, intensititsmalBig abgestuftes Merk-
mal;

e kategoriales, numerisches Merkmal;

o diskretes, stetiges, kontinuierliches, quasi-steti-
ges, diskretisiertes stetiges Merkmal;

e hiufbares, nicht-hdufbares Merkmal, erschop-
fendes Merkmal.

Die Vielfalt der Zugidnge und Bezeichnungen in der
Fachliteratur spiegelt sich auch in der didaktischen
Literatur und in Schullehrbiichern wieder. Mit der
Klassifizierung von Merkmalen, Skalen und Daten
werden Schlussfolgerungen fiir die Art der Auswer-
tung von Daten und die Anfertigung von grafischen
Darstellungen verbunden, die auch fiir den Stochas-
tikunterricht von Bedeutung sind.

Mit dem Ziel der Entwicklung eines moglichst einfa-
chen und minimalen Begriffssystems flir die Schule
soll zunéchst ein genereller Zugang zu den genannten
Grundbegriffen diskutiert werden.

3 Zum Begriff und zur Modellierung
stochastischer Situationen

In der Literatur werden unter stochastischen Situatio-
nen ausgehend von der erwihnten engen Auffassung
von Stochastik oft nur Situationen verstanden, in de-
nen Ereignisse mit einer bestimmten Wahrscheinlich-
keit auftreten. Bei der Modellierung dieser Situationen
wird der Beschreibenden Statistik, wenn tiberhaupt nur
eine Rolle zur Beschreibung und Bestandsaufnahme
der Realitét zugewiesen (Wolpers 2002, S. 48). Unter
der eigentlichen Modellierung wird dann in der Re-
gel die Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer
Begriffe wie Zufallsexperiment, Ergebnismengen,
Zufallsvariable, Wahrscheinlichkeitsmall sowie von
Modellen wie etwa der Binomialverteilung verstanden
(Henze 2012, Kiitting & Sauer 2011, Wolpers 2002).

In der Schule aber (und auch in dieser Zeitschrift)
wird der Begriff ,,Stochastik™ als Sammelbezeich-
nung fiir die Beschreibende Statistik, die Explorati-
ve Datenanalyse, die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und die Mathematische Statistik verwendet. Deshalb
sollte der Begriff ,,stochastische Situation* so weit
gefasst werden, dass er die Gesamtheit der Anwen-
dungsbereiche aller dieser Wissenschaften abdeckt.

Bei der Modellierung stochastischer Situationen, die
mit dem Erfassen von Daten verbunden sind, geht es
nach Eichler & Vogel (2009, S. 17) darum,

,aus einer realen Ausgangssituation heraus ein Real-
modell zu erstellen, das sich in den Daten abbildet.
Dieses Realmodell (die Daten) bildet den Ausgangs-
punkt fiir die Bearbeitung mit mathematischen Mitteln
(dem Mathematisierungsprozess) ...

Fiir Biichter & Henn (2007, S. 198) besteht die Bil-
dung eines Realmodells lediglich in der Festlegung
der Ergebnisse des ,,real betrachteten Zufallsexperi-
mentes*.




Die Rolle von Realmodellen hat schon Borovcnik
(1984) herausgestellt. Er verdeutlicht an Beispielen,
dass die Anwendung von Verfahren der mathema-
tischen Statistik nur mdoglich ist, wenn bestimmte
,Oberhypothesen™ wie etwa eine bestimmte Vertei-
lungsart oder die Wiederholbarkeit unter gleichen
Bedingungen angenommen werden. Unter diesen
Voraussetzungen entsteht aus der realen Situation,
die er als Realitdt 1 bezeichnet, ein Realmodell, das
er Realitit 2 nennt. Erst auf diese Modellsituation ist
dann die mathematische Theorie anwendbar. Nach
Borovcenik (1984) wird dieser wesentliche Zwischen-
schritt einer Modellierung in der statistischen Praxis
oft unzureichend beachtet. Dies betrifft insbesondere
die Interpretation statistischer Aussagen, die sich aus
Sicht der Theorie zunédchst nur auf die Realmodelle
beziehen und nicht auf die eigentliche Realitét.

Ankniipfend an diese Betrachtungen sollten zur theo-
retischen Analyse der Grundbegriffe der Beschrei-
benden Statistik drei verschiedene ,,Ebenen® unter-
schieden werden:

e Ebene der realen Vorgidnge und existierenden
Objekte oder Zustéinde (Ebene R);

e Ebene der Realmodelle (Ebene RM);
e Ebene der theoretischen Modelle (Ebene TM).

Bei der Ebene R handelt es sich um objektive, von
menschlichen Erkenntnisvorgéingen unabhéngige
Dinge (Entitdten). Zu Elementen dieser Ebene geho-
ren auch Gedanken, Kenntnisse, Interessen, Gefiihle
und andere psychische Prozesse oder Zustinde, wenn
sie von erkennenden Subjekten als Gegenstand ihrer
Untersuchungen (z. B. einer Befragung zu Einstel-
lungen) gewéhlt werden.

Um eine Modellierung vornehmen zu kdnnen, miissen
in der Ebene R Mengen realer Objekte bzw. Zustinde
identifiziert werden, die hier als Tridgermengen be-
zeichnet werden. In der Literatur werden sie auch als
Grundgesamtheit, statistische Einheiten, statistische
Masse oder das empirische Relativ (Schifer 2010)
bezeichnet. Fiir eine statistische Untersuchung miis-
sen diese Mengen séchlich, zeitlich und rdumlich klar
abgegrenzt werden. Es sind also bereits geistige Pro-
zesse zur Strukturierung von Elementen der Ebene R
erforderlich, bevor eine Modellierung erfolgen kann.

Um an den Elementen der Tragermengen Messungen
vorzunehmen, sind Vereinfachungen, Abstraktionen
notwendig, womit ein erstes Modell, die Ebene RM,
entsteht. Auf dieser Ebene konnen — wie im Folgen-
den dargestellt — die drei Grundbegriffe der Beschrei-
benden Statistik Merkmal, Skala und Daten exakt
definiert werden. Mit diesen Begriffen sind dann
alle Methoden und Verfahren der Beschreibenden

Statistik durchfiihrbar, wobei sich diese je nach dem
intendierten Hauptanwendungsgebiet unterscheiden.
Man konnte also die Beschreibende Statistik als die
Theorie der Realmodelle auffassen.

Die axiomatisch fundierte Theorie der Wahrschein-
lichkeitsrechnung und die darauf aufbauende Mathe-
matische Statistik bewegen sich auf der Ebene TM.
Dazu werden Ergebnismengen, Zufallsgrofien, Ver-
teilungen und andere Elemente dieser Theorien auf
den Elementen der Ebene RM definiert.

4 Beispiele zur Modellierung
stochastischer Situationen

Im Folgenden sollen diese Ebenen an drei exempla-
rischen Beispielen erldutert werden. Dabei zeigt sich,
dass die Ebene der Realmodelle ein entscheidendes
Mittel zur theoretischen Fundierung von Grundbe-
griffen der Beschreibenden Statistik sein kann. Die
beschriebenen Prozesse der Modellierung sind pro-
totypische Beispiele und sollten mit Schiilern sowie
insbesondere mit Lehramtsstudierenden in der skiz-
zierten Weise erarbeitet werden.

Aus Umfangsgriinden wird in diesem Beitrag auf
die Betrachtung von stochastischen Situationen, die
mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung mo-
delliert werden konnen, verzichtet. Fiir diese Situa-
tionen sind die gleichen Betrachtungen anwendbar.
Bei der Modellierung stochastischer Situationen soll
insbesondere auf der Ebene der Realmodelle eine
Prozessbetrachtung verwendet werden, die in Sill
(2010) ausfiihrlich an Beispielen erlautert wurde.
Der Grundbegriff einer Prozessbetrachtung ist der
Begriff ,,Vorgang mit mehreren moglichen Ergebnis-
sen‘ bzw. synonym ,,stochastischer Vorgang*™.

Es wird dabei zunidchst ein einzelner zeitlich ablau-
fender Vorgang betrachtet, der beziiglich eines Merk-
mals unterschiedliche Ergebnisse haben kann. Es
werden weiterhin Bedingungen untersucht, die Ein-
fluss auf den Verlauf des Vorgangs und sein Ergeb-
nis haben. Die wiederholten Abldufe eines Vorgangs,
die nacheinander oder gleichzeitig erfolgen kdnnen
sowie die dabei herrschenden Bedingungen werden
gesondert betrachtet.

Mit den folgenden Ausfithrungen wird die Methode
der Prozessbetrachtung angewendet, erweitert und
vertieft. Es werden drei stochastische Situationen be-
trachtet, die prototypisch fiir eine bestimmte Art von
Skalen bzw. Daten sind.

A: Vera macht einen Weitsprung.

B: Maria schreibt eine Mathematikarbeit.

C: Die Geschlechtsmerkmale eines Kindes entwi-
ckeln sich.




Betrachtungen auf der Ebene
der realen Vorgédnge, Objekte und Zustande

Im Ergebnis der drei in der Realitét ablaufenden und
z. T. noch andauernden Vorgénge sind reale Objekte
oder Zustdnde entstanden:

A: ein Abdruck im Sand,

B: eine geschriebene Arbeit,

C: eine bestimmte Ausprdgung der priméren, se-
kundéren und tertidren Geschlechtsmerkmale.

Diese realen und konkreten Ergebnisse haben eine
Vielzahl konkreter Eigenschaften, wie etwa:
A: Der Abdruck hat scharfe Kanten.
B: Die Arbeit ist gut leserlich.
C: Die sekunddren Geschlechtsmerkmale
schon deutlich ausgeprigt.

sind

Das Entstehen der Ergebnisse wurde durch ein kom-
plexes System von Bedingungen beeinflusst, so z. B.
durch

A: Windstirke und Windrichtung beim Sprung,
B: die konkrete Vorbereitung auf die Arbeit,
C: die genetische Veranlagung des Kindes.

Betrachtungen auf der Ebene
der Realmodelle

Um die konkret vorliegenden Resultate der realen
Vorginge untersuchen zu kénnen, muss man sich zu-
néchst fir ein interessierendes Merkmal entscheiden,
wie z. B.

A: den Abstand des hinteren Randes eines der Ab-
driicke vom Balken,

B: die erzielte Note in der Arbeit,

C: das Geschlecht des Kindes.

Weiterhin miissen vereinfachende Annahmen getrof-
fen werden, um eine Messung der Eigenschaften der
Objekte vorzunehmen. Das konnten z. B. sein:

A: die Konturen des Abdrucks sind erkennbar,

B: die Antworten von Maria kdnnen eindeutig in-
terpretiert werden,

C: von Intersexualitit wird abgesehen.

Anschlieffend muss man ein Messverfahren festle-
gen, um die konkreten Auspragungen des Merkmals
zu ermitteln. Dazu muss ein Messinstrument bzw.
eine Messskala ausgewahlt werden.

A: Um die Sprungweite zu messen ist ein Bandmaf3
in Zentimetereinteilung geeignet.

B: Zur Messung der Leistung von Maria muss die
Lehrkraft einen Bewertungsmafstab und eine
Transformation in Noten festlegen.

C: Als Skala werden die Bezeichnungen ,,minn-
lich“ und ,,weiblich* verwendet.

Zur Messung konnen auch andere Messverfahren
verwendet werden. So kann die Sprungweite mit ei-
nem Messgerit mit genauer Einteilung, die Leistung
mit den Kategorien ,,erfillt oder ,,nicht erfiillt” und
das Geschlecht auch auf einer stetigen Skala von —1
(ménnlich) bis +1 (weiblich) auf der Grundlage des
Verhiltnisses der Geschlechtshormone gemessen
werden.

Mit den festgelegten Messverfahren lassen sich die
betrachteten Merkmale als Funktionen auf Triger-
mengen definieren (s. Anhang). Die Definitionen
sind identisch mit bzw. analog zur Definition des
GroBenbegriffs von Griesel (1997).

Betrachtungen auf der Ebene
der theoretischen Modelle

Um die Merkmale mit Mitteln der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischen Statistik weiter
untersuchen zu kénnen, ist ein Ubergang in die Ebe-
ne der mathematischen Modelle dieser Wissenschaf-
ten erforderlich.

So lasst sich die Sprungweite als Zufallsgréf3e in fol-
gender Weise definieren: Die Sprungweite S ist eine
Funktion W — R*, die jedem GroBenwert w € W
eine Zahl s € R* eindeutig zuordnet, d. h. die Funk-
tion ist surjektiv. Ist z. B. w =a cm, so ist s = a.

Um die Leistung eines Schiilers mit dem Modell von
Rasch zu erfassen, wird das theoretische Konstrukt
»~mathematische Fihigkeit™ auf der Tragermenge der
Schiiler sowie die Losungswahrscheinlichkeit eines
Items als Funktion der ,,mathematischen Féahigkeit*
definiert.

Man kann ebenfalls das Geschlecht eines Menschen
als Zufallsgrofe definieren, indem der Merkmalsaus-
pragung ,,minnlich“ die Zahl 0 und der Merkmalsaus-
pragung ,,weiblich“ die Zahl 1 zugeordnet wird.

5 Probleme der Polysemie der Begriffe

Bevor Vorschldge zur Verwendung der Grundbegrifte
im Unterricht gemacht werden, miissen das Problem
der Polysemie der Begriffe und die damit zusammen-
héngenden Schwierigkeiten diskutiert werden.

Die Bezeichnung ,,Vorgang® wird auf allen drei Ebe-
nen verwendet, ein Vorgang ist einmal etwas tatséch-
lich Ablaufendes (der Weitsprung von Vera), ein Re-
almodell (der Weitsprung eines Schiilers mit verein-
fachenden Annahmen) oder ein abstrakter Begriff auf
der theoretischen Ebene (meist als Zufallsexperiment
bezeichnet). In unserem Konzept der Prozessbetrach-
tung (Sill 2010) ist mit der Bezeichnung ,,Vorgang*
sowohl der reale Vorgang gemeint als auch ein Vor-
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gang auf der Ebene RM im Schema der Prozessbe-
trachtung.

Das Wort ,,Ergebnis* bedeutet auf der Ebene R etwas
real Existierendes (ein Abdruck im Sand), auf der
Ebene RM ein moglicher Wert eines Merkmals, auch
als ,,Merkmalsauspragung® bezeichnet, (Sprungwei-
te 2 m) und auf der Ebene TM ein Wert einer Zufalls-
groBe oder ein Element einer Ergebnismenge.

In der Umgangssprache haben das Wort ,,Merkmal*
und insbesondere das oft synonym dazu gebrauchte
Wort ,,Eigenschaft zwei verschiedene Bedeutun-
gen. Sie bezeichnen sowohl die Eigenschaft bzw. das
Merkmal im Allgemeinen (das Alter, die Mitarbeit im
Unterricht) als auch eine konkrete Auspragung die-
ser Eigenschaft bei einer Person oder einem Objekt
(Paul hat ein Alter von 12 Jahren und arbeitet gut im
Unterricht mit). Analog wird auch der Begriff ,,Gro-
Be* sowohl als Bezeichnung fiir eine GrofBenart (die
Lénge) als auch fiir einen konkreten Wert (die Liange
ist 2 m) verwendet. Diese Unterschiede werden in der
Regel nicht bewusst wahrgenommen, da sich die Art
der Bedeutung implizit aus dem Kontext ergibt.

Auf der Ebene R bezeichnet das Wort ,,Merkmal*
eine real existierende Eigenschaft von Objekten oder
Zustinden (der Abstand von Abdruck und Balken
als reale Erscheinung) und auf der Ebene RM ist ein
Merkmal der Name einer Funktion (Sprungweite) auf
einer Trigermenge. Auf der Ebene TM wird die Be-
zeichnung ,,Merkmal® in der Regel nicht verwendet.
Der dazu analoge Begriff ist der Begriff ,,Zufallsgro-
Be*.

Unter einer ,,Merkmalsauspragung® versteht man auf
der Ebene R die reale Auspragung eines Merkmals
(der tatsdchliche Abstand von Abdruck und Balken),
und auf der Ebene RM einen Wert eines Merkmals,
also einen Funktionswert. In der Ebene TM ent-
spricht eine Merkmalsauspragung dem Wert einer
ZufallsgroBe.

6 Probleme der Merkmalsarten

In Fachbiichern zur Beschreibenden Statistik und zur
Wabhrscheinlichkeitsrechnung ist in Erklédrungen des
Begriffs Merkmal hauptsichlich seine Bedeutung auf
der Ebene R implizit enthalten.

,»Die Eigenschaft des Merkmaltrigers, die bei der
statistischen Untersuchung von Interesse ist, wird als
Merkmal bezeichnet. Bourier (2011), S. 8

Obwohl aus der Sicht von Statistikern ein enger sdch-
licher Zusammenhang zwischen der Betrachtung von
Eigenschaften eines Objektes und ihrer datenméfi-
gen Erfassung besteht, wird mit den im Abschnitt 2

aufgefiihrten Merkmalsarten aus der Literatur aller-
dings die Ebene R verlassen. In den Bezeichnungen
der Merkmalsarten ist die Art der Messung des Merk-
mals bereits enthalten. Ein Merkmal wie die Sprung-
weite ist nicht an sich metrisch oder kategorial; erst
bei einer bestimmten Art der Messung der Sprung-
weite konnen diese Attribute verwendet werden.
Dann sollten sie aber nicht auf das Merkmal, sondern
auf die verwendete Messskala bezogen werden. So
kann etwa die Sprungweite mit einem Messinstru-
ment mit einer metrischen Skala (BandmaB), einer
Ordinalskala (Zensur fiir den Sprung) oder einer No-
minalskala (unter oder iiber der Qualifikationsmarke)
erfasst werden.

Die Stetigkeit ist eine Eigenschaft von Funktionen
bzw. ZufallsgroBen und damit ein Modellbegrift auf
der Ebene TM. Es ist deshalb nur sinnvoll, von ei-
nem stetigen Merkmal zu sprechen, wenn Merkmale
als Funktionen definiert werden. Auf der Ebene RM
ist allerdings aufgrund der Beschranktheit der Mess-
genauigkeit der Wertebereich eines Merkmals stets
endlich oder abzéhlbar unendlich. Dies hat wohl zu
den Bezeichnungen quasi-stetiges (Fahrmeir et al.
2007) bzw. diskretisiertes stetiges Merkmal (Henze
2012) gefiihrt.

Der Begriff ,,diskret™ ist ebenfalls ein Begriff auf
der Ebene TM und dort mit den Begriffen ,,endlich*
bzw. ,,abzihlbar* verbunden. In Verbindung mit dem
Merkmalsbegriff ist die Endlichkeit oder Abzéihlbar-
keit der Wertemenge gemeint, die sich erst aus der
Festlegung einer Messskala ergibt.

7 Vorschlage fur ein System von
Begriffen im Unterricht

Die Vorschlidge basieren auf folgenden Uberlegun-
gen.

e Angesichts der Vielfalt von Bezeichnungen in
der Literatur und der unzureichenden begriff-
lichen Klarheit ist es nicht zu empfehlen, ein
bestimmtes Begriffssystem aus der Literatur zu
iibernehmen.

e Es sollten keine neuen Bezeichnungen fiir be-
stimmte Verwendungsaspekte der Begriffe er-
funden werden.

e Es sollten moglichst nur solche Worter verwen-
det werden, die auch mehrheitlich in der Litera-
tur vorkommen.

e Die Bedeutung der Begriffe sollte moglichst an
den umgangssprachlichen Gebrauch der Worter
ankniipfen sowie mit ihrer Bedeutung im {ibri-
gen Mathematikunterricht iibereinstimmen.

6



Vorgang und Ergebnis

Eine Differenzierung der unterschiedlichen Bedeu-
tungen dieser Worter in den verschiedenen Ebenen
sollte nicht mithilfe besonderer Bezeichnungen oder
adjektivischer Zusitze erfolgen, da in der Regel aus
dem Zusammenhang hervorgeht, welche Bedeutung
gemeint ist. Es ist an vielen Stellen im Mathematik-
unterricht iiblich, das gleiche Wort und auch das glei-
che Symbol fiir unterschiedliche Dinge zu verwen-
den. So wird mit ,,Radius eines Kreises* sowohl eine
Menge von bestimmten Strecken als auch die Liange
einer dieser Strecken bezeichnet.

Mit der vorgeschlagenen Bezeichnung ,,stochasti-
scher Vorgang* soll lediglich zum Ausdruck gebracht
werden, dass es sich um einen Vorgang handelt, der
mit Mitteln der Stochastik (im weiten Sinne) unter-
sucht werden kann.

Merkmal und Merkmalsarten

Im Mathematikunterricht sollte das Wort ,,Merkmal*
und synonym dazu ,,Eigenschaft™ in beiden oben ge-
nannten Bedeutungen als allgemeine Kategorie und
konkrete Ausprigung auf der Ebene R verwendet
werden, wie es auch im Alltag und anderen Féchern
der Fall ist. Auf der Ebene RM sollte zwischen Merk-
mal als Namen einer Eigenschaft (einer Funktion)
und ,,Merkmalsausprigung® als einem der realen
Auspriagung des Merkmals zugeordneten Wert unter-
schieden werden.

Eine Unterscheidung von Merkmalsarten halte ich
nicht fiir sinnvoll und schlage vor, im Unterricht auf
samtliche Klassifizierungen von Merkmalen zu ver-
zichten. Dies entspricht zudem der {iblichen Verwen-
dung des Begriffs Merkmal im Unterricht; so wird
etwa der Flacheninhalt eines Dreiecks nicht als steti-
ges Merkmal und die Dreiecksarten werden nicht als
kategoriales Merkmal bezeichnet.

Die genannten epistemologischen Unterschiede in
der Verwendung des Begriffs Merkmal sollten der
Lehrerausbildung vorbehalten sein, aber im Unter-
richt nicht thematisiert werden. Genauso wenig wie
die Definition des Grofienbegriffs von Griesel Ge-
genstand des Unterrichts ist, sollten die vorgeschla-
genen Definitionen des Begriffs Merkmal auf der
Ebene RM im Unterricht behandelt werden.

Skalen und Skalenarten

Betrachtungen zum Messen sollten im Unterricht als
eine wesentliche Grundlage der Begriffsbildungen
angesehen werden. Messen kann dabei als Zuord-
nung von Bezeichnungen, Zahlen oder Grofen zu

Objekten unter Verwendung einer Messskala, kurz
Skala, erklart werden. Das Wort ,,messen® wird im
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter-
richt im engeren Sinne als Bestimmen von Grofen-
werten mit einem Messinstrument verwendet. Die
Schiiler kennen den Begriff Skala als Bezeichnung
fiir die Einteilungen auf den Messgerdten, etwa als
Temperaturskala.

Im Statistikunterricht wird ein erweiterter Begriff des
Messens bendtigt, der sich aber implizit durch die
Arbeit mit den verschiedenen Skalen ausbildet.

Es ist fur die Schule ausreichend, drei verschiedene
Skalenarten zu unterscheiden, die durch die unter-
schiedlichen Relationen zwischen den Skalenwerten
charakterisiert werden kénnen.

Eine Nominalskala enthilt lediglich Bezeichnungen,
zwischen den Bezeichnungen gibt es keine Relatio-
nen, ihre Reihenfolge kann beliebig vertauscht wer-
den. Fiir das Wort Bezeichnung wird auch der Begriff
Kategorie verwendet, der aber fiir die Schule aufgrund
seines abstrakten Charakters weniger geeignet ist.

Auf einer Rangskala sind die Werte der Grofle nach
geordnet. Die GroBe des Abstandes zwischen zwei
Werten der Skala kann nicht angegeben werden. Die
in der Literatur auch verwendete Bezeichnung Or-
dinalskala halte ich in der Schule aus sprachlichen
Griinden fiir weniger giinstig.

Die den Schiilern bekannten Messskalen zum Mes-
sen im engeren Sinne sollten als metrische Skala be-
zeichnet werden. Bei dieser Skala ldsst sich der Ab-
stand zwischen Werten als Zahlenwert angeben.

Eine weitere Unterteilung metrischer Skalen in In-
tervall-, Verhiltnis- oder Absolutskalen ist fiir unter-
richtliche Zwecke nicht erforderlich. Es sollten aber
an Beispielen die Unterschiede zwischen den Skalen-
arten und die sich daraus ergebenden Konsequenzen
fiir die mogliche Berechnung statistischer Kenngro-
Ben verdeutlicht werden. (Etwa: Ein Mittelwert hat
keinen Sinn, wenn es auf der Skala keinen Nullpunkt
gibt und damit Verhéltnisse nicht interpretierbar wer-
den.)

Die Empfehlungen fiir geeignete statistische Kenn-
groflen und grafische Darstellungen kénnen auch
ohne die Verwendung von Merkmalsarten alleine
durch die Unterscheidung der verschiedenen Arten
von Messskalen erfolgen.

Mit den Skalenarten wird auf die Beschriftung und
Skalierung der Merkmalsachse orientiert, sodass sich
gut Empfehlungen fiir grafische Darstellungen an-
schlieen lassen.




Eine explizite Bezeichnung der Skalenarten sollte
erst ab Klasse 7/8 erfolgen. Bis dahin ist eine Unter-
scheidung der zugeordneten Datenarten ausreichend.

Daten und Datenarten

,Daten® ist ein zentraler Begriff der Statistik und
kann im Unterricht in folgender Weise beschrieben
werden: Nachdem zur statistischen Erfassung eines
Merkmals ein geeignetes Messverfahren und damit
eine Messskala ausgewéhlt wurde, kdnnen die jewei-
ligen Merkmalsauspriagungen an den Merkmalstré-
gern ermittelt werden. Die so ermittelten Werte wer-
den als Daten bezeichnet. Daten sind also ,,registrier-
te Merkmalsauspragungen® (Kiitting & Sauer 2011,
S. 10). Eine Unterteilung von Datenarten sollte in
Anlehnung an die Skalenarten erfolgen. Dies fiihrt zu
den Bezeichnungen Nominaldaten (Bezeichnungen),
Rangdaten und metrische Daten. Eine Unterschei-
dung dieser drei Datenarten sollte in allen Bildungs-
gingen zum sicheren Wissen und Koénnen gehoren
und bereits in der Grundschule beispielhaft betrachtet
werden. Damit kénnen ebenfalls Uberlegungen und
Hinweise zur Planung und Auswertung statistischer
Untersuchungen formuliert werden, insbesondere zur
Transformation von Daten.

8 Bemerkungen zu weiteren Begriffen
und Sprechweisen

In der Literatur wird oft anstelle des Begriffs Merk-
mal der Begriff Variable verwendet (Fahrmeir et al.
2007, Schifer 2010). Mit Blick auf die Anwendung
der Statistik, insbesondere auch die Verwendung von
Statistikprogrammen, sollte in oberen Klassen diese
Bezeichnung thematisiert werden.

Unter einem latenten Merkmal (einer latenten Vari-
ablen) versteht man ein theoretisches Konstrukt zu
einem (realen) Merkmal eines Objektes, das nicht
direkt gemessen werden kann, wie z. B. die Sprung-
fahigkeit oder die mathematische Fahigkeit. Unter
Verwendung dieses Wortes sollte der Sachverhalt
bei entsprechenden Untersuchungen Gegenstand des
Unterrichts sein.

Formulierungen wie ,,Messen heilit Vergleichen mit
Einheiten“ oder ,,GroBlen sind messbare Merkmale
von Objekten konnen nicht mehr in dieser Allge-
meinheit verwendet werden, wenn der Begriff ,,mes-
sen” in der vorgeschlagenen Weise allgemein gefasst
wird. Sie gelten nur bei metrischen Skalen. Auch die
Verwendung der Bezeichnung ,,Messdaten* als Sy-
nonym fiir ,,metrische Daten® ist problematisch, da
auch andere Datenarten gemessen werden konnen.
Auf diese Sprechweisen und Bezeichnungen muss

aber im Unterricht nicht verzichtet werden, wenn aus
dem Zusammenhang hervorgeht, welche Skalenart
gemeint ist.
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Anhang
Definition Merkmal Sprungweite

Es sei T'die Menge aller giiltigen und messbaren Weit-
spriinge und W die Menge aller moglichen Messwer-
te. Die Sprungweite S ist eine Funktion von 7 — W
mit folgenden Eigenschaften:

1. Zujedemy € Wgibtes eint € T mit S(f) =y.

2. Im Wertebereich W ist eine Verkniipfung
/: Wx W— R" definiert, die folgende Bedin-
gungen erfiillt (x, y, z € W):

a) x/y)-(y/z)=x/z.

b) Wennx/y=1,dannistx=y.
Bei einem Messgerit mit Zentimetereinteilung gilt:
W:1cm, 2 cm, ..., 1000 cm und es ist x/y=% mit
x=acmund y = b cm fir alle a, b € {1, 2, ...,
1000}.
Definition Merkmal Note

Es sei T die Menge aller moglichen Schiilerarbeiten
bei einer Klassenarbeit und W die Menge der Noten.

Ein statistisches Sudoku’

MIKE BEDWELL, KYIV, UKRAINE

Die Note N ist eine Funktion 77— W mit folgenden
Eigenschaften:

1. Zujedemy € Wgibteseint € Tmit N(t)=y.

2. Im Wertebereich W ist eine Relation R definiert,
die folgende Bedingungen erfiillt (x, y, z € W):
a) Wennx Ryundy R x, dannistx=y.
b) Esgilt: x Rx.
c) WennxRyundy Rz, dann giltx R z.

Dabei ist W = {Note 1, Note 2, ..., Note 6} und R:
Die Note ist besser oder gleich mit Note x R Note y,
wenn x <y flirallex,y € {1, 2, ..., 6}.

Definition Merkmal Geschlecht

Es sei T die Menge aller Menschen mit einem ein-
deutig bestimmbaren biologischen Geschlecht und W
= {ménnlich, weiblich}. Das Geschlecht G ist eine
Funktion von 7"— W mit folgenden Eigenschaften:

Zujedemy € Wgibtesein ¢t € Tmit G(f) = y.
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" Original ,Puzzle corner: sudoku' in Teaching Statistics
34 (2012) 1, 40.
Ubersetzung und Bearbeitung:
MANFRED BOROVCNIK, KLAGENFURT

Im folgenden Sudoku sind die Ziffern 1 bis 9 durch
Buchstaben ersetzt worden. Eine der Zeilen oder
Spalten ergibt — bei richtiger Losung — das, was ein
gewoOhnlicher Statistiker macht, anstatt einfach nach
Monte Carlo zu reisen.

[Die Losung funktioniert auch weitgehend ohne Eng-
lisch-Kenntnisse. Eine ,,Ubersetzung“ wirde die Su-
doku-Regeln verletzen.]
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