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TRIFF DEINE WAHL®

A, G. MunForp I. S. RILEY

Ubersetzt von Norbert Therstappen

Viele Schiiler und Lehrer sind der Meinung, daB es motivierend
und weiterbildend sein kann, schwierige P:obléme zu ldsen.

Hier sind zwei solche Probleme. Obwohl sie von sich aus inter-
essant sind, veranschaulichen sie mehrere Punkte von dem, was
man gute Unterrichtspraxis nennen kdnnte.

Das Zwiebelproblem:

Letztes Jahr pflanzte Farmer Davis in seinem Garten 51 Zwiebel-

pflanzen, wobei er wuBte, daf sich diese Menge aus 50 keim-
fihigen Pflanzen und einer sehr kleinen alten Zwiebel, die
seine Frau daruntergeworfen hatten, zusammensetzte. Er konnte
diese Pflanze jedoch nicht aussortieren. Bei diesen Voraus-
setzungen wuchs eine der Zwiebeln nicht. Wir nehmen an, dag die
Wahrscheinlichkeit flir Wachstum bei einer keimfdhigen Pflanze
0,9 ist, wihrend die Wachstumswahrscheinlichkeit der alten Zwiebel
0,4 betridgt; finde die Wahrscheinlichkeit, daB die ausgebliebe-
ne Zwiebel nicht aus der Menge der keimf&higen Pflanzen ist.
Eine L&sung von Professor Ivan Answer:

"Das mu8 die Bayes Formel sein - hier gibt es keinen Zweifelt"

P(alte Zwiebel|kein Wachstum)

P(kein Wachstum|alt)P(alt)

P(kein Wachstum|alt)P(alt) + P(kein Wachstum|keimf.)P (keimf.)

0,6 (—311—) 0,6
= = = 0,107
0,6 (o) + 0,1 (2 0,6 + 5,0

"Nichste Frage"

Eine erwdgenswernte Auffassung

Ist diese L8sung richtig? Nein; sie ist jedoch die richtige
Ldsung eines anderen Problems. Es ist die Antwort auf die Fra-
ge:"Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 eine zufdllig aus-
gewdhlte Zwiebel nicht zur keimfdhigen Menge gehdrt, wenn bei
ihr kein Wachstum vorlag? oder Was ist die Wahrscheinlichkeit,

%) Originalartikel 1n 'TEACHING STATISTICS' (1981) Heft 2, Band 3

'Take Your Pickle'
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daB z. B. Zwiebel 23 nicht keimf&dhig ist, unter der Hypothese,
daB sie nicht wuchs?"Im Wesentlichen beriicksichtigen wir nur

die Bedingungen, die sich auf die eine Zwiebel beziehen, die
anderen 50 beeinflussen nicht direkt das Problem.

Wie ist dann das Originalproblem zu l&sen? Wir wissen ganz ge-
nau, daB eine Zwiebel ausblieb und 50 erfolgreich wuchsen. Die
Ldsung sollte diese Information beriicksichtigen. Also

P({nicht aufgehende Zwiebel ist alt[genau eine geht nicht auf)

_ P(nicht aufgehende Zwiebel ist alt und genau eine geht nicht au

P(genau eine geht nicht auf}

50
9
= 02 0:8 = 0,213

(0,9)°%,6 + ()0,9%%, 4.1

Einige Anmerkungen §in Lehren

Der aufgetretene Fehler bestand darin, da8 Ivan ein anderes
Problem ldste und das l6ste er in der Tat richtig. Dies ist ein
tiblicher Fehler in vielen L&sungen und zwar einer, der von
Schilern sehr schwer zu finden ist. Unser Ratschlag ist es jede
Frage sorgfdltig zu lesen und wenn mdglich eine annehmbare Probe
der Antwort zu machen, indem man z.B. die Frageparameter gering-
fligig verdndert oder die Gr&Be der Antwort abschdtzt. In unse-
rer Aufgabe wilrde die Untersuchung von P(kein Wachstum|alt) = 1
helfen diese Zusammenhdnge zu kldren. Die Fragesteller haben
natiirlich die Pflicht zu versuchen solche Schwierigkeiten zu
sehen bevor sie auftreten. Ybersieht dieser Fragetyp tatsdchlich
die Kritik?

Unserer Meinung nach ereignete sich Ivans Fehler in erster

Linie wegen seiner Art das Problem anzufassen. Er schritt ge-
radewegs auf eine Anwendung der Bayes Formel zu, was unserer
Meinung nach kein gutes L&sungsverfahren ist. Ein besserer Weg
bei Aufgaben wie dieser ist es, von der grundlegenden Defini-
tion der bedingten Wahrscheinlichkeit auszugehen und wenn not-
wendig die Hypothesen der bedingten Wahrscheinlichkeit zu ver-
tauschen. Dies fiihrt, so glauben wir, zu grdBerem Verstédndnis
und macht es m&glich in einigen Fdllen unndtige Arbeit oder so-
gar Fehler zu vermeiden.


freitag
Stochastik in der Schule, Heft 1, Band 2 (1982)
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Das heift schreibt man in diesem Fall
P(die ausgebliebene Zwiebel ist alt)
= P(ausgebliebene Zwiebel ist alt|genau eine bleibt aus)

x P(genau eine bleibt aus)

und benutzt direkt die bedingte Wahrscheinlichkeit, wie in der
betrachteten L&sung, so erhdht sich die Chance die geplante
Aufgabe zu l6sen.
Jack Pott's Quiz Show:

Jack Pott hat eine wdchentliche Fernsehschau, in der der Haupt-
preis ein Auto im Wert von 6ocooc Pfund ist. An einem speziellen
Abend ist der Finalist Willi Winn, konfrontiert mit drei glei-
chen Boxen, von der eine die Autoschliissel enthdlt. Errdt er
welche Box die Schliissel enthdlt, so gewinnt er den Wagen.

Jack Welche Box, Willi?
Willi Box 3 bitte.
Jack Deine Gewinnchancen sind 1 zu 3, ich gebe dir 2occ0

Pfund, wenn du auf dein Recht verzichtest die Box

zu &6ffnen.

Willi Nein Danke.

Publikum Uffne die Box.

Jack (Nimmt ein groBes Biindel 5 Pfund Noten aus der
Tasche)
Bis du sicher Willi?

Willi Ziemlich sicher, danke.

Publikum Nimm das Geld.

Jack Bevor du deine Box &ffnest Willi, 1aB uns in eine

der anderen sehen. Was ist mit Box 27
. (Exr 6ffnet sie - lange Pause) Sie ist....leer.

Publikum 0ffne die Box.

Jack Nun, Willi, das &nderert die Sache. Deine Gewinn-
chance ist nun 1:2. Ich werde dir 3ocoo Pfund fiir
deine Box geben.

Was soll Willi tun -~ hat Jack seine Summe richtig gewdhlt?

Lésung

Da er noch unter seinem kiirzlichen Versagen leidet, fiihlt sich

Professor Ivan Answer unsicher bei der Ldsung des Problems. Er

entscheidet daher es seiner Tutorengruppe zur Diskussion vor-

zulegen,
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Die Meinungen seiner Studenten dariliber, ob Jack im Recht war
oder nicht, waren geteilt. Diejenigen, die zustimmten, argumen-
tierten, daB es genau zwei Boxen auf dem Tisch geben wiirde,
von denen in einer die Schliissel waren. Fir Willi wdre es gleich-
wahrscheinlich jede von beiden zu ziehen, so da8 sie fiir ihn
die Erfolgswahrscheinlichkeit 1:2 ermittelten. Andererseits
wuBte Willi, daB wenigstens eine der Boxen T und 2 leer sein
miisse , und das Wissen, daB Box 2 leer ist gibt ihm keine neue
Information, so daB seine Chance 1:3 bleibt.
Die nichtige Lésung
Die beste Methode, den Disput zu beenden, ist es zum Kern des
Problems zu kommen und den Stichprobenraum zu untersuchen. Es
ist nicht unmittelbar klar, was der Stichprobenraum ist, aber
bei einer Simulation des Spiels mii8ten wir ihn bestimmen.
(i) Wo waren die Schliissel

(ii) Willis wWahl

(iii) Jacks Wahl
Wir haben also ein Tripel (i,j,k) zu betrachten. Zum Beispiel
bedeutet (2,2,1), Schliissel in Box 2, Willi wdhlt 2, Jack &ffnet
1. Nicht alle i,j,k Kombinationen haben von o verschiedene
Wahrscheinlichkeit, da Jack weder Willis Box O6ffnen kann noch
diejenige, in der die Schlissel sind ( wir missen annehmen, das
Jack weiB wo die Schliissel sind und nicht die Box mit den
Schliisseln 6ffnet, um selbst die Show zu verderben). D.h. Tri-
pel wie (1,2,1),(1,%,1) und (1,2,2) haben die Wahrscheinlich-
keit o und miissen nicht als Elemente des Stichprobenraumes auf-
gefaBt werden. Mogliche Ereignisse sind also solche wie (1,2,3)
und (1,1,2).
Benutzt man die Formel
P(ANBNC) = P(ANB)P(C|ANB)
so erhdlt man
p{(1,2,3)} 1/3-1/3-1
p{(1,1,2)} 1/3-1/3-1/2 u.S.w.
wobel angenommen wird, daB Jack zuf&llig w&hlt und seine Wahl

nicht auf eine Box beschrédnkt ist.

Tripel mit Wahrscheinlichkeit Null und daher ausgeschlossen sind:
(1,1,1),€2,2,2),(3,3,3),(1,2,2),(1,3,3),(2,1,1),(2,3,3),(3,1,1),
(3,2,2),(1,2,1),(1,3,1),(2,1,2),(2,3,2),(3,1,3),(3,2,3).
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Stichprobenpunkte mit Wahrscheinlichkeit 1/9 sind:
(1,2,3),01,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)

und mit Wahrscheinlichkeit 1/18
(1,1,2y,01,1,3),(2,2,1),¢2,2,3),(3,3,1),(3,3,2).

In unserem speziellen Beispiel haben wir beobachtet, daB Willi
Box 3 wdhlte und Jack Box 2, die leer war, d.h. eine Realisa-
tion des Ereignisses {(1,3,2),(3,3,2)}.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Schlissel in
Box 3 sind, ist daher

r{(3,3,2)} _
p{(71,3,27,(3,3,2)} ~

Willi solite daher seinen Vorteil aus Jacks Fehlberechnung
ziehen und die 3000 Pfund annehmen. Beachte, daB sich der
Stichprobenraum verdndert, wenn Jack nicht weiB wo sich die
Schliissel befinden. Tripel wie (1,2,1) und (1,3,1) sind dann
mégliche Realisationen. Dabei ergibt sich ein Stichproben-~
raum mit 18 Elementarereignissen, jedes mit einer Wahrschein-
lichkeit von 1/18. In diesem Fall hat Willi in der Tat die
Gewinnchance 1/2.

Einige Anmenkungen f§in Lehnen

Der Schliissel (sic) zu dem Problem hier ist die Beantwortung
der Frage nach Jacks Wissen ilber die Lage der Schliissel - wir
nehmen realistischerweise an, daB er diese kennt und daher ist
die Antwort 1/3. Dies demonstriert wieder die alte Kamelle,
nach der die Antwort von den Problemvoraussetzungen abhénéig
ist. Wir kdnnten einen lyrischen Erguf liefern iiber diesen
Punkt im Allgemeinen in der Statistik, aber die Zeit erlaubt
das nicht hier. Wir ziehen es vor Wert zu legen auf die oft
versdumte richtige Definition und den richtigen Gebrauch des
Stichprobenraumes. Allzu oft werden Studenten daduch verunsi-
chert, daB man nicht zurlickgeht zu den grundlegenden einfachen
Bezeichnungen, sondern es vorzieht in einer ausdrucksvollen
Sprache oder in komplizierter Mathematik zu argumentieren, Wie
oft haben wir Studenten aufgefordert Diagramme zu zeichnen, um
als Antwort nur ein verlegenes Lidcheln zu erhalten. LaBt uns
die Grundlagen nicht vergessen.

Anmerkung

Das Jack Pott Problem wurde bearbeitet nach einem Brief aus
The American Statistician (1975) vol 29, page 67. Die Autoren

danken dem Referenten fiir einige wertvolle Anregungen.





