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AUFGABE

HEINZ ALTHOFF, Bielefeld:Beispiel einer Abituraufgabe im Leistungskurs

Fritzchen behauptet: Von allen iiber den Jahnplatz in Bielefeld fahrenden PKWs
betrdgt der Anteil p der Volkswagen genau 25 %. Wir wollen diese Hypothese H0
mit einer Stichprobe vom Umfang n testen; wir bezeichnen die Anzahl der darin
befindlichen VWs mit X.

a) Bei n=100 wollen wir nach einer der nachfolgenden Entscheidungsregeln vorgehen:
(1) H, wird nicht verworfen e 20<X<30
(2) H, wird nicht verworfen e 17<X<33
Zeichnen Sie fiir beide Entscheidungsregeln den Graphen der Giitefunktion ins
gleiche Koordinatensystem.

b) Geben Sie fiir beide Entscheidungsregeln P(Fehler 1. Art) sowie P(Fehler
2. Art) fir p=0,2 bzw. p=0,3 an. Wie wirkt sich die Wahl der Entscheidungs-
regel auf die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 1. Art bzw. 2. Art bei diesem
Beispiel aus?

c) Bestimmen Sie bei n=200 und bei n=1000 jeweils die giinstigste Entscheidungs~
regel auf dem Signifikanzniveau 5 %.

d) Wie hat sich gegeniiber Entscheidungsregel (2) bei n=100 (vgi. Aufgabe b)
P(Fehler 2. Art) fir p=0,2 bzw. p=0,3 gedndert? Verallgemeinern Sie das
Ergebnis.

Yoraussetzungen:
Mit Stochastik wurde zu Beginn der Jahrgangsstufe 13 begonnen. Das Testen von

Hypothesen wurde fiir binomialverteilte ZufallsgriBen am Ende des 1. Halbjahres
behandelt, die Laplaceschen Ndherungsformeln folgten im 2. Halbjahr.

Fiir die Bearbeitung von dieser und zwei weiteren etwa gleichwertigen Aufgaben
(eine aus der Analysis, die andere aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung) hatten

die Schiiler 5 Zeitstunden zur Verfiigung. Sie konnten die "Tabellen zur Stochastik"
von Barth/Bergold/Haller sowie einen Taschenrechner benutzen.

Ldsungsvorschlag:

a) Hinweis:
Die Funktionswe{te b
P(X<aUX>b) = % b(100;p;i)+(1 - = b(100;p;i)) = B(100;p;a-1) + (1-B(100;:p;b))
i=0 i=0

konnen fir verschiedene Werte von p mit Hilfe der Tabelle 6 (Binomialverteilung)
kumulativ) ermittelt werden.


freitag
Stochastik in der Schule, Heft 3, Band 2 (1982)


0of o g5

b) Entscheidungsregel (1):

c)

P(Fehler 1. Art) = 5(X<20UX>30)

Pp=0,2
B(100;0,25;19)+(1-B(100;0,25;30))
=~ 0,203 :

Fehler 2. Art) = P 20<X<30) ~ 0,534

p=0,2(
(20<X<30) = 0,540

Po=0,2!

P (Fehler 2. Art) = Pp=0’3

p=0,3
Entscheidungsregel (2) entsprechend:
P(Fehler 1. Art) ~ 0,049
Pp=0’2(Feh1er 2. Art) =~ 0,807

P Fehler 2. Art) ~ 0,778

p=0,3!
Bei Entscheidungsregel (2) ist ein Fehler 1. Art unwahrscheinlicher als bei Ent-
scheidungsregel (1), dafiir aber ein Fehler 2. Art in einer griéBeren Umgebung

von p=0,25 wesentlich wahrscheinlicher. i

Geht man davon aus, daB der Graph der Giitefunktion praktisch achsensymmetrisch
zur Geraden mit p=0,25 ist (jedenfalls fiir groBe Werte von n), so ist die
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Zahl beN gesucht, fiir die noch P(X>b)<0,025 ist (bzw. die groBte Zahl a€N
mit P(X<a)<0,025). Mit Hilfe der integralen Laplaceschen Niherungsformel ergibt
sich:

n=200: P(X>b)<0,025 e= P(X<b)>0,975

b-200-0,25+0,5 ) > 0,975

s 228955 5 196 (nach Tabelle 8 fiir die Standardnormal-
v3T,5 — verteilung)

Entsprechend erhdlt man

P(X<a)<0,025 e ... = a<38,5

(Diese Ergebnisse kann man auch mit Tabelle 6 ermitteln, wenn man nicht die
Naherungsformel benutzen will.)

Die giinstigste Entscheidungsregel lautet fur n=200:
H_ nicht verwerfen e 38<X<62

0
b-1000-0,25+0,5) > 0,975

*U,LI U,

e b > 276,3

n=1000: P(X>b) < 0,025 e= g

P(X<a) < 0,025 «= ... e=» a < 223,7
Die giinstigste Entscheidungsregel lautet fiir n=1000:
H, nicht verwerfen e 223X<277

B(200;0,2;62)~B(200;0,2;37) =~ 0,665

d) n=200: Pp=0’2(Feh1er 2. Art)

o0 3(Féh1er 2. Art) = B(200;0,3;62)-B(200;0,3;37) ~ 0,653

277-1000-0,2+0,5) - ¢(223-200-0,5)

n=1000: Pp=0’2(Feh1er 2. Art) »~ ¢

vI000-0,2-0,8 VIED
~ $(6,13) - $(1,78)
~ 0,038
Poro,3(Feler 2. Art) §(211-30040,5, ¢,(2:23\-;;;-0,5)

~ d(-lass) = ¢<'5’35)
= (1- $(1,55)) - (1- #(5,35))
~ 0,061

Fir p=0,2 und p=0.3 (allgemeiner: in der Nahe von p=0,25) verringert sich bei Bei-
behaltung des 5 % - Signifikanzniveaus die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art
mit wachsendem n.Das bedeutet: Je mehr PKWs man auf dem Jahnplatz Uberprift, umso
wahrscheinlicher ist es, daB man Fritzchens Behauptung zu Recht verwirft, wenn er sich
geirrt hat. Weicht p um mehr als etwa 5 % von 25 % ab, so irrt man sich bei einer
Stichprobe vom Umfang 1000 nur noch relativ selten.





