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Einleitung

Viele Kurse zur elementaren Statistik bringen die Formeln
(1) En En
X = {( x.£.)/¢( £.)
i=T *Y/ =3t

fliir den Mittelwert endlich vieler Daten x, mit den absolu-
ten Hdufigkeiten fi' N

(2)

l-l-d=

X.p,
X, Wx) *1

1

fir den Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariablen und

(3) Be = S xf(x)dx

flir den Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen.

DaB (1) ein Sonderfall von (2) ist, sieht man sofort. Da8
(1) in (2) ibergeht, kann mit der iiblichen Definition der
Wahrscheinlichkeit eingesehen werden: Mit der 'Stabilisie-
rung' der relativen Hiufigkeit kann gezeigt werden, daB
sich g aus X ergibt. Die Verwandtschaft von (2) und (3)
wird gewdhnlich schnell erledigt: "Man ersetze die Summa-
tion durch die Integration, die Wahrscheinlichkeitsfunktion
durch die Dichtefunktion, und schon sehen sie sich gleich!"
Dieser unbefriedigende Zugang ist nicht notwendig. Die Ver-
wandtschaft von (2) und {3) , &hnlich der von (1) und (2),
kann nimlich leicht gezeigt werden.

Wir nehmen an, daB8 X eine stetige Zufallsvariable ist und

daB X nicht selbst, sondern eine durch Rundung entstandene
Variante beobachtet wird. Das ist zum Beispiel bei einem
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MeBexperiment mit einer stetigen Zufallsvariablen der Fall,
von der nur diskrete Werte festgestellt werden k&nnen. Die-
se sind auf die kleinste Mefeinheit gerundet, die die Ge-
nauigkeit der MeSBvorrichtung gestattet (z. B, Kilogramm).
Technische Verbesserungen erlauben immer weitere Verfeine-
rungen {z. B. Gramm, Zentigramm, Milligramm). Der Erwar-
tungswert der gerundeten diskreten Zufallsvariablen geht
dabei in den Erwartungswert der kontinuierlichen Verteilung
iiber. So ist durch Rundung (3) auf (2) zurlickfiihrbar. Wie
man zeigen kann, ist (3) der Grenzwert von (2). Im
Abschnitt Beweis wird dies fiir Schiiler mit entsprechenden
Kenntnissen gezeigt. Die anderen Schiiler dlirften das fol-
gende Modell leicht verstehen. Die sich anschlieBenden nu-
merischen Beispiele werden die meisten Uberzeugen, daB zwi-
schen (1), (2) und (3) eine Wechselbeziehung besteht.

Modell

Es sei X eine stetige Zufallsvariable mit dem Intervall

[a;b] als Wertebereich, mit der stetigen Dichtefunktion

(DF} x — £(x) und der Verteilungsfunktion (VF)} x s F(x)

= P(X<£x). Wir nehmen an, daB wir X nicht selbst beobachten
k&nnen, sondern nur in der Lage sind, jedem Wert von X ei-
ne von n Klassen der Linge h zuzuweisen. Der Wertebereich

von X ist also in n Klassenintervalle

[a;a+h[; [a,a+2h{; —; [a; a+(n-1)h; b]

unterteilt, wobei h = (b-a)/n gilt.

Wenn wir annehmen, daB8 alle in einem Klassenintervall lie-
genden Beobachtungswerte mit dessen Mittelpunkt zusammen-
fallen, haben wir praktisch eine diskrete Zufallsvariable
definiert, wir nennen sie Xn, die den Wertebereich W(Xn)

= {a+(i-0.5)h]i=1,2,...,n} und die Wahrscheinlichkeits-

funktion

p; = P(Xn=a+(1—0.5)h) = F(a+ih)-F(a+(i-1)h),

i=1'21 —, N
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besitzt. Der Erwartungswert E(Xn) = ud(n) kann nun anhand
von (2) gefunden werden.

Im Abschnitt Bewe<is zeigen wir, daB ud(n) in Ho libergeht,
wenn n gegen « strebt. Schon die folgenden Beispiele diirf-
ten die meisten Schiiler tiberzeugen.

Betspiele
In den Beispielen 1 und 2 wird durch algebraische Umformun-

gen ein einfacher Term fiir ud(n) gewonnen. Danach wird der
Grenziibergang flir n —» = vollzogen.

Beispiel 1

R . - ¢V flir 1sxg2
X habe die DF: f(x) = {0 sonst

P - | Graph zur DF
X +— f(x)
i
4

2 Me %

a) u, = % xdx = 1.5

1

b) Teile [1;2] in n Intervalle der Linge h = a

Die VF von X ist F(x) = P(Xsx) = x-1, xe[1;2].
Das Modell liefert:

n
kg (n) =‘§;; (1+(i-0.5)h)- (ih-(i-1)h)

n
=5 (14+(i-0.5)h)-h
i=1
2 n
= nh + h* 5" (i-0.5)
i=1

= nh + h¥F(ne1)-B)
= 1.5, da nh = 1

=uc
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Es gilt also ud(n) i ) weil f{x) iber [1;2] konstant ist
und kein Fehler dadurch entsteht, daB8 alle in ein Teilin-
tervall fallenden Werte mit dessen Mittelpunkt identifi-

| ziert werden.

Beispiel 2
2x/3 fiir 1 £ x £ 2
X habe die DF: f(x) = {0 sonst

i ; Graph zur DF

X — £(x)

s
- 4
o

2 2
a) B ='S1 2x“/3dx = 14/9

2
b) Die VF von X ist F(x) = %(x -1}, xel1;2].

n . 2
= 3 (1+(i~0.5)h) - - ( (1+ih) Z-1- (14 (1-1)h) 2-1))

(n)
Y4 1=

o 2 .2
S (1+(i-0.5)h) (2h+2ih®-h?)
=1

wi=

14/9-h%/18, da § _i=n(n+1)/2,
i=1

n

n
S_i%=n(n+1) (2n+1) /6 und nh=1

i=1

Also gilt: &i?rd(n) = B

' Bei den folgenden Beispielen 3 und 4 steht nicht das Auf-
finden eines geschlossenen Terms fiir ud(n) im Vordergr?nd,
sondern die Berechnung einzelner Werte von ud(n) und die
Feststellung, daB diese offensichtlich gegen Be konvergie-

ren.



b) Die VF von X ist F(x) = Inx/1ln4 fir xe[1;4].

Beispiel 3

X habe die DF: f(x) = {5in(x) fir xel0:m/2] by (n) = .17_; (14(i-0.5)h) (In(1+ih)=1n(1+(i-1)h))/1n4

’ n 2 5 10 50

irihfz(z)DF i ud(n) 2,25855 2.18004 2.16808 2.16405
l Da unser Ansatz herausstellen will, daB (3) der Grenzwert
von (2) ist, sollten Beispiele wie 3 und 4 auch wegen der
A T 2 Rundungsfehler mit groBer Vorsicht behandelt werden. Viele
E Schiiler dlirften jedoch lieber durch algebraische Umformun-
/2 gen eine geschlossene Form fiir ud(n) herleiten.

a) Be = § xsinxdx = 1 (durch partielle Integration)

0 Bewetis

b) Die VF von X ist F(x) = 1-cosx fir xe[0,w/2].
Aus (2) folgt:

n
n) = i-0.5)h i-1)h) - ih)) . n .
Bq(n) §=1 (i )h (cos((i-1)h)-cos(ih}) bg(n) = E(X) = S (a+(1-0.5)h) - (F (a+1h) ~F (a+ (1-a)h))
i=1
Mit einem Rechner k&nnen folgende Werte leicht ermittelt

Da f stetig auf [a;b] ist, ist F auf [a;b] differenzierbar.
werden:

Nach dem Mittelwertsatz gibt es daher Werte zia]a+(i—1)h;
n | 2 5 10 50 a+ih[ mit

ud(n) '0.94806 0.99176 0.99794 0.,99992 F(a+ih)-F(a+{(i-1)}h) = f(zi)-h

Wie wir sehen, ist die N&herung schon fiir kleine n gut. Also erhalten wir zundchst:

Mit diesem Verfahren kann b, gewonnen werden, wenn die

n
partielle Integration nicht bekannt ist. ud(n) = E(xn) =5 (a+(i—0.5)h)-f(zi)‘h
i=1
Beispiel 4 ‘
T fur xe[1;4] . Auf dem kompakten Intervall [a;b] ist f als stetige Funk-

. 4)"
X habe die DF: f(x) = {(xln
) 0 sonst tion sogar gleichméBig stetig. Zu jedem E >0 gibt es daher

ein N(E), so da8 fiir alle n >N(E) gilt:
Graph zur DF !
X +— £{x) If(a+(i—0.5)h)-f(zi)| <E fiir alle i

Und daher gilt fiir n > N(E):

A 3 | ? l-_
\ < <
P-c
4

1§ x/xdx = 3/1nd ~2.16404256
]

a) ug = (In4)”~
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n
[ud(n) -2 (ai+(i-0.5)h)-f(ai+(i—0.5h)-hl <E - const.
i=1
AN 7/

(*)

Andererseits ist x —»> xf(x) ebenfalls stetig auf [a;b], da-
her konvergiert nach Definition des Riemann-Integrals die

b
"Zwischensumme" (*) gegen { xf(x)dx.
a

Wenn nun h gegen 0, also n gegen « strebt, so "gehen die
diskreten Zufallsvariablen Xn in die Stetige Zufallsvari-
able X lber". Aus den Betrachtungen oben erhdlt man:

n
lim ud(n) lim E (a+(i=0.5)h) - (F(a+ih)-F(a+(i-1)h})

n—© n—o i=1

n
lim > | (a+(i-0.5)h)-f(z;}h
n—»® i=1 *

n
lim (a+(i-0.5)h)-f(a+(i-0.5)h) h
n— o i=1
b
S xf(x)dx
a

SehluBbemerkung

Dieser Zugang zum Erwartungswert einer stetigen Zufallsva-
riablen, durch einige wirkungsvolle Beispiele veranschau-
licht, sollte die Zweifel beseitigen, die viele Schiiler
hinsichtlich des Zusammenhangs von (2) und (3) hegen und
sie durch die klare Feststellung ersetzen, daB die konti-
nuierliche Erwartung nur eine kontinuierliche Version der

diskreten Erwartung ist.
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