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Ein Interpretationsproblem

Eine der Schwierigkeiten in der Statistik ist fiir Schiiler die Inter-
pretation von Abhé#ngigkeitsmaBen. Die naheliegende Frage "Was bedeu-
tet r = 0,7?" ist ein Beispiel. Der Korrelationskoeffizient wird
meist als "MaB fiir die lineare Abhidngigkeit" eingefiihrt; es wird
erkldrt, daB r als maximalen Wert 1 im Fall vollstdndiger linearer
Abhingigkeit bzw. als minimalen Wert O bei Fehlen jeglicher derar-
tiger Abhiéngigkeit annehmen kann; Werte zwischen diesen beiden Ex-

tremen sind als Zwischenstufen der Abhidngigkeit zu verstehen.

Dennoch geben sich die meisten Schiiler mit dieser Interpreation
nicht zufrieden. Einige ersetzen sie durch ihre eigene i.a. falsche,
aber "sinnvollere" Interpretation. Da eine MaBzahl zwischen (@ und 1
an eine relative HHEufigkeit (oder auch an eine Wahrscheinlichkeit)
erinnert, glauben manche Schiiler irrigerweise, es sei der Anteil der
identischen Paare (x;y) oder auch die Wahrscheinlichkeit fiir rich-

tige Vorhersagen gemeint.

In diesem Aufsatz empfehlen wir eine klare und sinnvelle Interpreta-
tion verschiedener AbhdngigkeitsmaRe. Wir schlagen die Konstruktion
einiger auf demselben Prinzip beruhender AbhingigkeitsmaBe vor, nidm-

lich MaBe fiir die Vorhersagbarkeit, ausgedriickt mit Hilfe der Hiufig-

keit von Fehlern, die sich durch ein bestimmtes Vorhersageverfahren
vermeiden lassen. Die allgemeine Definition, die auf diesem Prinzip
beruht, filhrt zu verschiedenen AbhingigkeitsmaBen. So konstruierte
Mafle unterscheiden sich dadurch voneinander, daB sie von der beson-
deren Art der betreffenden Gréflen und den verwendeten Vorhersagever-

fahren abhdngen.
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Vorhersagbarkeit, ausgedriickt mit Hilfe der Verlustverringerungen

Die Abhingigkeit zwischen zwei GroBen x und y kann als Vorhersag-
barkeit der y-Werte bei Kenntnis der x-Werte angesehen werden. Die
Unsicherheit besziiglich der y-Werte wird umso mehr verringert je bes
ser die Mglichkeit der Vorhersage ist, wenn man sich auf die
x-Werte stiitzt. Man spricht von statistischer Vorhersage (von ¥
durch x), wenn y zuf#llige Werte annehmen kann und daher eine wahl-
lose Schitzung dieser Werte zu Fehlern und Ungenauigkeiten fiihrt.
Wir schlagen fiir die Abweichung zwischen Schitzung und Realitdt
aligemein den Begriff "Verlust" vor. Die Bezeichnung fiir den Ver-
lust bei der GroBe y sei V(y). Er nimmt entsprechend der Definiti-
on der Verlustfunktion (und entsprechend dem Wert der besten Schit-
zung) verschiedene Formen an. Moglichst gute Vorhersage der y-Werte
unter Verwendung der Kenntnis der x-Werte filhrt im_allgemeinen noch
immer zu einem gewissen, wenn auch verringerten Verlust. Der be-
dingte Verlust aufgrund der Abweichung zwischen den vorhergesagten
und dem tatsHchlichen Werten wird mit V(y/x) bezeichnet. Es gilt
V(y/x) £ V(y). Die DifferenzV(y) -V(y/x) ist ein MaB fii~ die Ver-
lustverringerung. Der Quotient 9 aus Verlustverringerung und zu er-
wartendem Verlust ohne Vorhersageverfahren ist als MaB fiir die Vor-

hersagbarkeit von y durch x geeignet:

Viy) -V
ax/& = Ty X (1)

Sowonl die Verlustfunktion als auch das Vorhersageverfahren miissen
natiirlich genau festgelegt sein. Die drei fiir die Definition des
Verlusts iiblichsten Funktionen sind: Anzahl der Fehler, Abweichung
in absoluten Betridgen und Quadrate der Abweichungen. Ein wichtiger
Faktor bei der Wahl einer Verlustfunktion ist der Grad der Mefbar-
keit der GriBe. Diese Wahl beeinfluft auch die "beste Schitzung",
die den Verlust ohne Vorhersageverfahren minimiert (Falk, 1980).
Handelt es sich z.B. um eine MerkmalsgrtBe, so wird man bestrebt
sein, die "Fehleranzahl" zu minimieren, daher wird man den hdufig-
sten Wert (Modalwert) als Schitzwert nehmen. Der optimale Schitz-

wert oringt den kleinstm@glichen Verlust.

Das gleiche Vorgehen 1lH8%t sich tei der Wahl eines Verfahrens zur
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Vorhersage von y bei gegebenen x anwenden. So wird man bei einer
zweidimensionalen Kontingenztafel mit dem Merkmalsgritfien x und y
versuchen, die "Anzahl der Fehler" zu minimieren, das bedeutet: Als
Vorhersage dient der hdufigste Wert y bei gegebenem x. Auf diese
Weise wird die Fehleranzahl fiir jeden einzelnen Merkmalswert von x
minimiert und der Gesamtverlust wird im allgemeinen unter den unbe-

dingten Verlust gedriickt.

Tabelle 1 zeigt ein Beispiel einer 2 x 2 - Kontingenztafel.

Tabelle 1. Zweidimensionale Hiufigkeitsverteilung
von Merkmalsgrilien

x
¥ A B Summe

c 30 15 45
D 5 50 55
Summe 35 65 100

Das MaB fiir die Vorhersagbarkeit wvon y durch x berechnet sich nach
(1) folgendermaBen:

Verlustfunktion ist die "Fehleranzahl". Ohne Kenntnis von x ist die
beste Schiatzung fiir y das hdufigste Merkmal D mit der HHufigkeit 55;
der Verlust ist daher V(y) = N(Fehler/x unbekannt) = 45. Ist x be-
kannt, so wird C vorhergesagt, falls x zu A gehiort, dagegen wird D

vorhergesagt, falls x zu B gehdrt. Fiir beide Vorhersagemtglichkeiten

zusammen erhalten wir:
v(y/x) = N(Fehler/x bekannt) = 5 + 15 = 20.

Das Maf © in Formel (1) wird zum Goodman-Kruskal-Lambda (Hays, 1973,

S. 745-749), das zum ersten Mal von Louis Guttman 7941 vorgeschlagen

wurde.

i

>4 - N(Fehler/x unbekannt) - N(Fehler/x bekannt)
7/% N(Fehler/x unbekannt)

.

Fiir das Beispiel in Tabelle 1 erhalten wir:

=

‘>\ y/x =£A|+;ﬁ = 0'556.

Die Interpretation des Ergabnisses'}y/& = 56 % ist:

Es ist uns gelungen, 56 % der Fehler beim Schétzen der y-Werte
zu vermeiden, indem wir die Vorhersage gestiitzt auf die gegebenen

x-Werte machen.

Tabelle 2 zeigt fiinf VorhersagbarkeitsmaBe, die sd@mtlich nach dem~
selben Prinzip konstruiert sind. Wir beginnen mit Nominalgrifien
{sowohl x als auch ¥) und fahren der Reihe nach mit Skalen héheren

Mefbarkeitsgrads fort.

Die Grundlagen fiir das Vorhersagbarkeitsmaf, V(y) und v(y/x) sind
in Tabelle 2 jeweils mit den Verlustfunktionen und den optimalen
Vorhersageregeln aufgelistet. Wegen der zunehmenden '"MeBbarkeit!"
der Skalen von oben nach unten kann man die MaBe von weiter oben
stehenden Zeilen auf weiter unten stehende anwenden, aber nicht um-
gekehrt. Eine Ausnahme bildet der Fall, daR die Ordnung zwischen
zwei GroBenpaaren nicht eindeutig klar ist (Siehe Fufinote (a) zu
Tabelle 2).

Wird die abhdngige' GroBe mit einer Intervallskala gemessen, so ist
die Summe der quadratischen Abweichungen die typische Verlustfunk-
tion, und die beste Schitzung it das arithmetische Mittel, beziig-
lich dessen die Verlustfunktion V(y) berechnet wird. Nimmt man bei
gegebener unabhéngiger Griflle x jeweils den bedingten y-Mitielwert,
so fiihrt unser Mall @ zu dem vertrauten”i/x. Jedoch wird bei Anwen-
dung einer linearen Vorhersageregel der bedingte Verlust beziiglich
der Regressionsgeraden der kleinsten Fehlerquadrate berechnet, und

© wird zum Quadrat des wohlbekannten Korrelationskoeffizienten r.

Die Verlustfunktion auf der Grundlage der absoluten Abweichungen
wird iiblicherweise bezliglich des Medians als der besten Schidtzung

berechnet. Unser MaB fiir Vorhersagbarkeit.ﬂ y/x (ciehe zweite Reihe
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von Tabelle 2) ist zwar nicht so weit verbreitet, aber es 1st nach

demselben Prinzip konstruiert und kann dhunlich jpterpretiert wer-
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gendermaBen beantwortet werden:



= 0,43 bedesutet, dalf 49 % von dem Verlust (- definiert als die

Summe der quadratischen Abweichungen -), den wir in Ermangelurg eines

geeigneten Vorhersageverfahrens in Kauf genommen hitten, durch opti-
male Vorhersage der y-Werte durch Einsetzen der x-Werte in die Glei-

chung der Regressionsgerade eingespart werden kdnnen.

Wir glauben, daB die vorgeschlagene Interpretation ven r und anderer

Mafle,sinnvoller ist als nur von "einem MaR fiir den Grad der Abhingig-

keit zwischen O und 1" zu sprechen. Dariiber hinaus filhrt sie auch zu

einer Vereinheitlichung der Interpretation verschiedener MaBRe. Fiir
Schiiler kidnnte es ven Nutzen sein, einige der AbhdngkeitsmaBe, die

sie in verschiedenem Zusammenhang kennengelernt haben, als Spezial-
fille desselben Grundprinzips zu begreifen. Dieses Ken;ept der Male
fiir Vorhersagbarkeit kann im Unterricht auch dazu geniitzt werden,

die verschiedenen Mittelwerte als die Werte aufzufassen, die g?wis—

se Verlustfunktionen minimieren.

Fufinote

Es sei noch vermerkt, daB "Abhingigkeit" ein symmetrischer Begriff
ist, wdhrend "Vorhersagbarkeit" nur eine Richtung beinhaltet:
SchluB von x auf y oder umgekehr:t von y auf x (die beiden "Vorher-

sagbarkeiten" sind nicht notwendig gleich).
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