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EINE AUFGABE ZUR STOCHASTIK DER SEKUNDARSTUFE II
von A. MULLER, Coburg

Die folgende Aufgabe eignet sich fiir den Leistungskurs Stochastik
als Wiederholungsaufgabe des Gesamtstoffes (Lehrplan Bayern); Teile
aus dieser Aufgabe (je nach Fortschritt im Kurs) kénnen als Klausur-
aufgaben verwendet werden. Als Arbeitszeit flir die Gesamtaufgabe
sind 120 Minuten vorgesehen. Erlduterungen zur jeweiligen Priifungs-

absicht finden sich im Losungsteil.

Einer Ausflug aufs Land verbinden wir mit der Besichtigung der Hiih-
nerfarm des Bauern Pick. Schon von weitem hidren wir das frshliche
Gackern gliicklicher Hiilhner und das lustige Krihen stolzer Hihne,
die in freier Natur geschiftig scharrend das reichlich vorhandene
Futter suchen. Die Hihnchen sind (fast) iiberfliissig, aber auch die
Hihnchen miissen sich nicht tberanstrengen, da sie Bauer Pick pur

die Eier legen 1H03t. '

1. Zum Ausbriiten der Eier werden ndmlich vollautomatische Bryutsfen
verwendet. Einer von diesen ist besonders stdrungsanfdllig, Da
er pro Tag mit einer Wahrscheinlichkeit von p = C,2 ausfzilg,
wird er einmal am Tag kontrolliert.hBerechne die Wahrscheinlich-

keit der Ereigpisse
Lo

A: Der Ofen féf%t erstmals am 4. Tag aus.
” pas .
B: Der Ofen f&IIt frilhestens am 5. Tag aus.
C: Der Ofen féf%% am 3. Tag zum ersten Male und am 8. Tag zum

dritten Maléfaus.
-

Z2.. Beim Ausbrﬁteniﬁer Eier sind erfahrungsgemsB nur 90 % btefruchtet.
,» I
a) Berechne diQﬁWahrscheinlichkeit, dal unter

(1) 50 Eierégkeines unbefruchtet ist.
(2) 100 Eieq% mindestens 32 befruchtet sind.

b) Wieviele Eiep muB man mindestens iiberpriifen, um mit einer
Wahrscheinligikeit von mehr als 99,9 % wenigstens ein ypbe-
fruchtetes E¥ zu finden? - '

c) Eine Fﬁllunéz?es Brutofens enthalte jetzt einem unyp ¢ -

kannte {% Anteil p unbefruchteter Eier. Schidtze pit der
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Tschebyschow~Ungleichung ab, welche Lidnge n eine Stichprobe
(mit Zuriicklegen) mindestens haben muB, um p mit einer Wahr-
scheinlichkeit von wenigstens 90 % bis auf 10 ¥ genau bestim-

men zu ktnnen. Welche Ungenauigkeiten enthdlt das Ergebnis?

3. Ob die Hihnchen des Bauern Pick zur Zucht weiterverkauft werden

konnen, hingt vom Ausgang einer Bewertung durch ein urnabhingiges
Expertengremium ab. Es stehen fiinf Priifer zur Verfigung, von de-
nen zwei als "mild" und drei als "streng'" bekannt sind. Jede Be-
wertung eines Hihnchens wird von zwei Priifern vorgenommen, die
vorher ausgelost werden. Die Zufallsgrife X sei die Anzahl der

strengen Priifer.

a) (1) Bestitige, daB die Wahrscheinlichkeitsfunktion W
der ZufallsgroBe X folgende Werte besitzt:

x I ¢} ,1 l 2

W(x)l 0,3 [o,sl 0,1

Gib die zugehdrige Verteilungsfunktion F an.

(2) Zeichne ein Histogramm der Funktion W sowie den Graphen
der Funktion F.

(3) Berechne Erwartungswert und Varianz der ZufallsgriBe X.

b) Die Wahrscheinlichkeit, diesen Test zu bestehen (Ereignis E)

héinge wie folgt von der Anzahl X der strengen Priifer ab:

PX=O(E) = 0,9 ; PX=1(E) = 0,5 ; Px:z(E) = 0,3

(1) Zeige, daB unter dieser Voraussetzung ein Hihnchen nur mit
der Wahrscheinlichkeit 0,6 zur Zucht zugelassen wird.

(2) Ein zufdllig ausgesuchtes Hihnchen darf zur Zucht weiter-
verwendet werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es

nur von milden Experten bewertet worden?

L, Die GroBbiickerei Siil verarbeitet tdglich 2000 Eier aus der Farm

des Bauern Pick. Aus langer Erfahrung weill man, daB mit der (sehr
kleinen) Wahrscheinlichkeit von 0,1 % Eier mit zwei Dottern zuf-

treten.
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a) Heute werden wieder 2000 Eier verarbeitet.
(1) Wieviele Eier mit zwei Dottern erwartet man?
'(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit befinden sich mehr als
. zweil solcher Eier unter den 2000?

b) Chefeieraufschlidger Klack hat eine Strichliste iiber die An-
zahl der Zweidottereier an den letzten 200 Tagen gefiihrt und
festgestellt, daB an 55 Tagen jewells nur ein Zweidotterei
verarbeitet wurde.

Entspricht diese Zahl der unter a) verwendeten Wahrschein-

lichkeitsverteilung?

5. Lehrling Stift (erst seit wenigen Tagen in der Bickerei) darf

vorliufig nur zuschauen. Er beobachtet alle Arbeitsvorginge ge-
nau und stellt bei der Entleerung des Backofens fest, daB es
Rosinenbrdtchen gibt, bei denen Rosinen an der Oberfliche zu
sehen sind. Wihrend er vermutet, daB 30 ¥ aller BrStchen diese
Eigenschaft aufweisen, behauptet Meister SiiR, daB es nur 25 %

seien.

a) Der Lehrling beschlieBt fiir sich, der Meinung seines Meisters
nur dann zuzustimmen, wenn er unter den nachsten 100 Rosinen-
trotchen hochstens 26 mit der oben genannten Eigenschaft
z3hlt. )

(1) Es stellt sich ein solches Ergebnis ein. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit kdnnte Stift dennoch eine Fehlent-
scheidung getroffen haben?

(

ro

) Angenommen der Anteil widre wirklich nur 25 %. Wie wiirde
in diesem Falle eine mdgliche Fehlentscheidung lauten

und mit welcher Wahrscheinlichkeit tridte sie ein?

b) Wie groB miiBte eine Stichprobenlinge n mindestens sein und
wie miiBte die Entscheidungsregel fiir die Behauptung P, = 0,25
bel der Alternative p, = 0,3 lauten, wenn die beiden mogli-

chen Fehler unter a) hdchstens 5 # betragen sollen?
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5 teil . 2. p{1-p) wird durch deun Maximalwert 0,25 abgescritzt, der
dsungstel . g o
aber pur im Falle p = 0,5 zutriffi. Je welter der wirkliche
Zugelassene Hilfsmittel: Formelsammlung, Tabellenwerk zur " Wert fiir p von C,5 entfernt ist, umso unagenauer wird das
Stochastik und Taschenrechner Ergebnis.
1. Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen; Wartezeit- Z.2) Berechnung von Wahrscheinll-huciten beim Jieren ohmne Zurlickle-

probleme: gen; Aufstellen von Wanrscneinlichkeitsverteilung und Vertei-

lungsfunxtion; Zeichnen von Histecgramm uand Verteilungsfunktion;

P(A) = 0,8°,0,2 = 0,102k | N
Berechnen der MaBzanlen einer ZufalisgrdfBle:

P(B) = 0,8" = 0,4096 : 2\ f5
P(C) (11*) 0,23.0,85 = 0,01049 : (1) -P(X=0) (__Sr 5 P(X=1)= 1)"1 6
» = = 5 I—
, (3 2 10

2.a) Arbeit mit der Binomialverteilung und dem Tabellenwerk: : 2) 3)
(1) P = BSO (X = 50) = 0,00515 = B5O (X = 0) 3 P(X=2)= L—L—Z 0 = m—
1 0,9 0,1 i (5) 10
i 2
(2) », = 1oo(x 292) =1 - gog(x £ 91) = 0,32087 |
0 fir x<0
b) Kenntnis des Satzes P(E) = 1 - P(E); Aufstellen und LSsen der ' _ 0,3 fir 0% x< 1
. o = - 4
zugehdrigen Ungleichung sowie eine Folgerung aus dem Ergebnis: ! X 0,9 fir 1£x<2 Fw
i - 40
4 1 fir
1 - (1-0,1)"> 0,999 x> 2
1 - 0,9" > 0,999 (2) _
0,9" < 0,001 . A 1
M1n 0,001 _ :
n in 0'9 bl 65;56 ,
—> mindestens 66 Eier miissen iiberpriift werden.
c) Anwendung der Tschebyschow-Ungleichung im Spezialfall fiir
relative Hiufigkeiten mit Abschitzung der GroBe von p(i1-p): i QS+
P([H_ - p| So,) 2 1RO 2 4,2 > o 1
n 2 2
1 < n.0,1 bn,C,
> = 0,1 ‘ ™
bn,0,1 . ]
= n i 250 . . W
Ungenauigkeiten: N . 9 4
1. Die Tschebyschow-Ungleichung gilt fiir alle Verteilungen, fiir L N
v v L ¥ 1 ;
die Erwartungswert und Varianz existieren. Sie ist deshalb ~1 ) 1 2 3 4 x -1 -4 q 1 2 3 i 5 x
s v - ‘. - . . v - ¥ - X -
im Vergleich mit der wirklich vorliegenden Verteilung unge ! Histogramm mit Ax = 1
nau.
, (3) EB(X) =zxi-P(X=xi) = 000,3 + 100,6 + 2.0,1 = 0,8
var(x) = B(x%) - (8(x))? = 1%.0,6 + 22 0,1 - 0,82 =
= 0,36
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b) Verwendung eines Baumdiagrammes bzw. der 1. und 2. Pfadregel;

Formel von Bayes:
(1) Baumdiagramm:

0"""0%/?. P(E) = Py_o(E)-P(X=0) +
T Py_y(E)-P(X=1) +

Q3

0 t%E Py_o(E)-P(X=2)
E 0,9:0,3 4 0,5:0,6 + 0,3:0,1 =

1]

[/ = 0,6
(&l 01 E ’

2.——;—;;”

\E‘
(2) Formel von Bayes:
P,=0(E).P(X=0)
_ _ X _0,9.0,3 _
P(x=0) = 6] ==5% = 0,45

4, Erkennen, daB bei "seltenen Ereignissen" die Poissonverteilung
als Nigherung der Binomialverteilung verwendet werden kann; An-
wenduhg dieser Verteilung, Arbeit mit der Tabelle, Beurteilung
eines Ergetnisses:

X sei die Anzahl der Zweidottereier

a) BE(X) = n.p = 2000.0,001 = 2
b) P,(X>2) = 1 - P(x%2) = 0,323%2

¢) N = 2oo.P2(x = 1) = 200.0,27067 = 54,13 ”R2 55
Der beobachtete Wert entspricht dem mit der Poissonverteilung

berechneten Wert.

5. Testen von Hypothesen; Fehlerarten kennen; Ndherung von Moivre-
Laplace fiir die Binomialverteilung verwenden; Ergebnis beurtei-

lens

a) X sei die Anzahl der Brétchen mit der gesuchten Eigenschaft

(1) Fehlentscheidung: Die Hypothese p = 0,3 trifft zu, obwohl
z

sich ein Ergebnis X = 26 eingestellt hat.

100, < -
P, = BOJ(X-<-26) = 0,224k0
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(2) Fehlentscheidung: Obwohl die Hypothese p = 0,25 zutrifft,

w.rd sie verworfen, weil sich ein Zrgeb-
.

nis X2 25 ringestellt hat.

00 . .
P, = 58?25(x>26) =1 - Bg'25(xé6) = 0,35826

b) Erwartungswerte: [‘o= 0,25 n; Mo = 0,3 n

Standardabweichungen: 6= {0,25.0,75.n; = ¥0,3.0,7.n

Annahmebereich fiir die Nullhypothese: A = [b;k]
« - Pehler : p- Fehler:
- n _ _ oD
% = By p5(X>X) = P= By 5(X2k) £ 0,05

n
1 - 50,25()(3 k) = 0,05
By, o5(X%X%) 20,95

Ndherung nach Moivre - Laplace:

PEmLazmr 05) 50,95 (P(M £ 0,05

[0.25-0,75. 0 / {0,3.0,7.1 '
k "0,251’14-0,5 ;1,6449 k-0!2n+0.§é_ 1',6449
{0,25-0,75 -1 70,3-0,7.1
1. k - 0,25n + 0,5 =1,6449.940,25.0,75.n
2. k - 0,3 +0,5 £ -1,6449.10,3:0,7-m '
aus 1. k 21,6449-70,25.0,75'n + 0,250 - 0,5
aus 2. ké-J,6449~f0,3 0,7n + 0,3n -0,5

1,5449'i0,25'0,75-n + 0,25n - 0,5 & -1,6449]0,3-0,7-n

+ 0,3n - 0,5

Ja  16449( ¥0,25.0,75 +/0,30,77)
- 0,05
n 2 859,72 ====> n = 860
Aus 1. und 2. folgt: k = 235,4 == k = 236
Die Stichprobe muB mindestens 860 Br8tchen enthalten.
Die Nullhypothese Py= 0,25 wird angenommen, wenn hdchstens
236 Brdtchen mit Rosinen an der Oberfliche gefunden.
werden, c






