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jhre zentrale Lage schwanken, sondern daB die 'Streuung' auch von ge-

wissem Grad oder AusmaB ist.

Klar ist, daB die Summe der quadrierten Residuen }E:(YiJV)z ein MaB
fir diese Streuung ist. Mit Y als Schitzwert fiir die zentrale Lage wird
r? minimal, und IE:(YiJV)z kann als MaB fir die Streuung dienen,
doch hingt die GriGe dieser Summe sowohl vom Umfang der Stichprobe als

auch von der Streuung der Daten ab. Daher muB der Durchschnitt der
quadrierten Residuen bestimmt werden, der nicht vom Stichprobenumfang,
sondern nur von der Streuung der Daten abhingt. Die Summe der gqua-
drierten Residuen ist alsc durch die Anzahl der unabhingigen Residuen
2u teilen. (Die Tatsache, daB schlieBlich durch n-1 und nicht durch n
dividiert wird, kann an dieser Stelle Ubergangen oder nur am Rande er-
wihnt werden, denn fir n ——» 0© strebt n-1 —n ).

Jedenfalls steht nun als Ma@ fir die Streuung ein Mittelwert von Quadra-
ten zur Verfigung, der vom Stichprobenumfang unabhingig ist, wobei al-
lerdings das Problem auftritt, daB die Einheit quadriert erscheint. Ist
2.B. die Einheit des Mittelwerts cm, so treten jetzt cm2 auf. Um dieselbe
Einheit wie beim Mittelwert zu erhalten, ist nun noch die Wurzel zu zie-
hen, womit sich die Standardabweichung ergibt.

. An dieser Stelle kann die Normalverteilung eingefihrt und der Zusammen=
- hang zwischen Standardabweichung und Normalverteilung angesprochen wer-

den.

Khnliche Uberlegungen fir den zentralwert als Schitzwert fir die zen-
trale Lage ergeben als geeignetes MaB fir die Streuung die betragsméSige

Abweichung vom Zentralwert.
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Vviele ZufallsgriBen des téglichen Lebens sind positiv, unter anderem die
K?rpergrﬁﬁe oder das Kdrpergewicht von Personen. Beispielsweise kann es
nitzlich sein, auch ohne Kenntnis der zugrunde liegenden Wahrscheinlich-
keitsverteilung Aussagen Uber die Wahrscheinlichkeit dariber zu machen,

da3 die Werte von einzelnen Personen oberhalb einer gewissen Grenze
liegen.

Betrachtet man die immer positive ZufallsgroBe 'Kdrpergewicht' und be-
z?lchnet diese mit W, so lautet die Ungleichung von Markow fir einen spe-
ziellen Wert ", des Kdrpergewichts

PW > w) £ # (L)
[s]

wobei E(W) = A der Erwartungswert dieser ZufallsgroBe ist. Natiirlich
hat dieses Ergebni d

. .ge nis nur fUr werge Wy > Bedeutung. Der Beweis dieser
Ungleichung ist sehr einfach.

A?genommen, W ist eine stetige ZufallsgriBe mit der Wahrscheinlichkeits-
Dichtefunktion f(w), so gilt
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und damit auch (1). Ein &hnlicher Beweis kann flr diskrete ZufallsgréBen
gefiihrt werden (Ubungsaufgabe).

Legt man z.B. die Verteilung der Korpergewichte bei Mannern der Grdle
177 cm mit dem arithmetischen Mittel 78,7 kg zugrunde, wie sie eine Un-
t?rsuchung der Universitdt von Kentucky 1981 ergab, so kdnnen 90,7 kg
eines Mannes dieser GriBe bereits-als betrdchtliches Ubergewicht ange-
sehen werden. Ohne Kenntnis der Verteilung der Korpergewichte ist .nun
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folgende Aussage miglich:

M 78,7 _ -
P(Ww & 90,7) £ 56,7 = %-:7 = 0,87. (3

Diese nicht sehr genaue Abschdtzung kann mit Hilfe der Tschebyscheff-
schen Ungleichung verbessert werden. Insbesondere ermdglicht die Mar-
kowsche Ungleichung (1) auch einen einfachen Beweis des Ergebnisses
von Tschebyscheff:

Hat eine ZufallsgriBe X (-o0 < x < o0) den bekannten Erwartungswert
E(X) = g und die varianz V(X) = 62, so gilt

PUIX - ul 2 X6) < .if (4)

(fUr jede positive reelle Zahl A).

Um die Markowsche Ungleichung anwenden zu kdnnen, betrachtet man die
positive ZufallsgroBe Y = (X - /A)z mit dem Erwartungswert E(Y) =
Ex- w)? = 62,

Mit (1) folgt dann

2
2 2 6 1
P 2 2%6% £ B - 5, )

und damit (4), weil (x- w)? 2 A%.6% und |x - u|> A6
aquivalent sind.

Dieser Weg zur Tschebyscheffschen Ungleichung diirfte manchem Lehrer
einfacher erscheinen als der sonst Ubliche Beweis. :

Nimmt man fUr die Standardabweichung 6 des Kdrpergewichts bei Mannern
der GréBe 177 cm den Wert 7 kg an, so liefert die Anwendung von (4)

1
Pw-78,71 2 7X) £ 2 (6)
Fir die Wahrscheinlichkeit dafir, daB ein Mann dieser GriBe mindestens
90,7 kg oder aber hiichstens 66,7 kg wiegt, ergibt sich mit A = l% =

1,714 aus (6)

P(w-78,7] 2 12 ) £ %:o,sa , (D)
was weit unter dem in (3) aus der Markowschen Ungleichung gewonnenen

Wert 0,87 liegt.

Je mehr also lber die Verteilung der Zufallsgr&Be bekannt ist, desto
besser wird auch die Abschdtzung fir P(wW 2 $0,7).

- 4] -

Geht man von einer Normalverteilung der Kgr

Mittel 78,7 kg und Standardabweichung 7 k
exakte Wert

pergrote mit arithmetischem
g aus, so ergibt sich der

P(W 2 90,7) = 0,043,

d?r etwa ein Achtel der in (7) mit der Tschebyschefféchen und ein z
zigstel der in (3) mit der Markowschen Ungleichung erhaltenen W : “an?
lichkeit betrigt. Eine offensichtliche Uberschétzung der Wahrsc: ?sc?eln-
keiten bei der Berechnung nach Markow bzw. Tschebyscheff kann un:lnllCh—
angesichts der geringen Voraussetzungen in Kauf genommen werden "





