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RETROSPEKTIVER EINSATZ VON
KLASSISCHFN TESTVERFAHREN

Eine erkenntnistheoretische F ragestellung beim Testen von Hypothesen

von Jérn Brube, Elmshorn

Zusammenfassung: Die Methodologie klassischer Testverfahren und die der explora-
tiven Datenanalyse sind grundsatzlich verschieden. Werden im Unterricht Testver-
fahren zur Datenanalyse eingesetzt, wie dies haufig geschieht, kinnen Schiiler die
Grundlagen der Testverfahren nicht versiehen, sondern nur lernen, Rezepte sche-
matisch anzuwenden. An zwei Beispielen wird der Unterschied zwischen stati-
stischer und inhaltlicher Absicherung von Hypothesen aufgezeigt.

i . Vorbemerkungen

Viele Mathematiklehrplane der Sekundarstufell enthalten den Hinweis, da an
geeigneten Stelien erkenntnisthecratische Fragestellungen behandell werden soliten.
Die Realisierung in der Schulpraxis setzt aber voraus, dafl die Schiller die auf-
tretenden Probleme als relevant erkennen und selbsténdig L&sungen finden kinnen.
Eine solche Steile liegt im Stochastikunterricht beispiesisweise beim retrospektive‘n
Einsatz klassischer Testverfahren vor, bei dem schon vorliegende Daten nachtréglich

einemn Test unterwaorfen werden.

2 . Wie statistische Aussagen zustande kommen - Die Ubliche Vorgengsweise

: In vielen Schulbiichern findet man mit geringen Abwandlungen das foléende Beispiel

Beispiel 1 - Lottozahlég: Die nachfolgende Ubersicht zeigt die Ziehungshiufig-
keit der Lottozahlen nags 996 Ziehungen (November 1974)

Zahi sl 2 3 4 .. 13 .. 48 49
Haufigkeit gza 125 123 118 .. 96 .. 137 142

Dieser Datensatz zeigf:das 13 die Zahl mit der kleinsten Ziehungshdufigkeit
—

war. Kann men aufg-l%i der vorliegenden Ziehungshaufigkeit mit einer sta-

tistischen Sicherheit vora)-BS % ausschlieflen, dal 13 eine Unglickszahl ist?

>
Bei der Liésung wird in @ Schulbiichern im allgemeinen etwa folgendermafien

argumentiert: Wir gehen dav@n aus, daB die |_ottoziehung nicht manipuliert wer, und
wihlen daher als Nuﬂhypotl%se "Die Wahrscheinlichkeit p fir das Auftreten von 13
bei einer Ziehung ist 6/43% Da 13 die kleinste Ziebungshaufigkeit hat, ist es
naheliegend, als Gegenhypot%se "p < 6/49" zu wihlen, also einseitig zu testen.
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Fig. 1

Ablel"nungls— Annahmebereich
bereich der Hypothese

Die weitere Lisung wird dann etwa so durchgefiihrt: Bei 996 Ziehungen wird man

jede der Zahlen von 1 bis 49 etwa
p=n%*p=99 *6/49 =121,99,

also ca. 122-mal erwarten.

Die Standardabweichung betrégt

o= Van¥p *(1-p) = V996 * 6/49 * 43/49 ~ 10,3,
Beim einseitigen Test mit & = 5 % wird die Grenze des Ablehnungsbereichs bestimmt
durch

H- 1,645 * o,
Mit den oben bestirr.vmten Werten ergibt sich somit fiir die Grenze des Ablehnungs-

bereichs
122 - 1,645 * 10,3 = 104,9 .

Das bedeutet: Der Ablehnungshereich reicht vori 0 bis 104. Die von 13 erreichte
Hzufigkeit, ndmlich 96, liegt daher im Ablehningsbereich. Also, so wird dann
arqumentiert, kann man mit 95 % Sicherheit nicht ausschlieBen, daf 13 eine
Ungliickszahl ist.

Annmlamg: Bei einem Signifikanzniveau von 5 % wiirde man auch mittels eines

zweiseitigen Tests, d.h. bei der Gegenhypothese " p # 6/_159"! zu demselben Schiug
kommen, denn der Ablehnungsbereich wiirde dann linksseitig bis 101 reichen.

Die Lotto-Aufgabe zeigt exemplarisch, auf welche Art viele statistische Testaus-
sagen zustande kommen: Ausgangsbasis ist ein vorhandener Datensatz (hier: Haufig-
keit der Lottozahlen). Dieser Datensatz zeigt gewisse Auffilligkeiten (hier: geringe
Ziehungshiufigkeit der Zahl 13). Man setzt einen Test an, um diese Auffilligkeit an
demselben Datensatz auf Signifikanz zu priifen. So zeigt auch die falgende Anwen-

dungsaufgabe diese Struktur:
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Beispiel 2 - Maschinenstillstinde: In einem Werk werden einen Monat lang die
MaschinenstillstZnde einer Schicht notiert, wn zu prifen, ob die Wahrschein-
lichkeit hierfir in gewissen Stunden der Schicht besonders gro@ ist.

Schichistunde 1 2 3 4 5 3 7 8

Anzahl der

6 17
Maschinenstillstinde 7 B W B B B B3

Weicht die Anzahl der Maschinenstilistdnde in der ersten Stunde (Auffalligkeit:
griBte Haufigkeit) signifikant von der mittleren Anzaht der Maschinenstili-
st@nde ab?

Ahnlich arbeitet man in vielen Bereichen, in denen die Statistik eingesetzt wird: Ein
Datensatz mit gewissen Auffalligkeiten liegt vor, beispielsweise erhohte Krebs-
erkraniungen in gewissen Gebieten, erhohtes Waldsterben in gewissen Regicnen,
verringerte Unfallzahlen zu gewissen Zeiten, EiniluB von Chemikalien auf gewisse
Umweltfaktoren, Arzneimittelwirkung auf gewisse Organe, Ergebnisse von psycho-
logischen Tests in gewissen Gruppen usw. Diese Auffalligkeiten priift man dann mit
demselben Datenmaterial in einem Testverfahren auf statistische Signifikanz.

3. Ist die ubliche Vorgangsweise einwandfrei? - Cewinnung versus Tesien von
Hypothesen

Ist die oben beschriebene Vargebensweise einwandfre:? Um eine Antwort auf diese

Frage zu erhalten, betrachten wir wieder das cbige Lottozahtien-Beispiel.

Beispiel 3 - i{ottozahlen {Fortsetzungj: Auch wenn alle Zahlen die gleiche

Ziehungswahrscheinlichkeit haben, wird man nicht erwarten, da8 alie mit der
ogleichen Hiaufigkeit gezcgen werden. Fine der gezogenen Zahlen wird die
geringste Zishungshaufigkeit haben. Bis zur 996-ten Ziehung beim Samstags-
Lotto war dies die Zahl 13. Die zu testende Vermutung 13 ist eine Unglucks-
zah!" ist nicht unabhingig von den Daten entstander, die zum Test heran-
gezogen werden, sondern aus diesen gewonnen worden. Entscheidend ist: Der
Test wurde aiso nicht mit irgendeiner der Zahlen von 1 bis 49 durchgefihrt,
sondern mit cer Zahi, von der man weill, a8 sie die geringste Ziehungshaufig-

keil hatte.

#ir bestimimen niherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafor, da8 mindestens eine
Zaht mit ihrer Ziehungshaufigkeit im Ablebnungsberrich der Hypothese liegt, alsc

Usoilen” ist. Line einfache Modellvorsteliung wilft: Kugeln mit den Zahlen von 1 bis
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49 werden auf zwei Fiacher "selten" und "nicht seiten™ mit den Wahrscheintich-

keiten a bzw. 1 -a verteilt:

Fig. 2

Fach "selten" Fach "nicht selten"
Wahrscheinlichkait o Wahrscheinlichkeit 1 - a

Kugel Wahrscheinlichkeit fiir das Hineinlegen

in das Fach "nicht selten”
1. 1-a
1. und 2. (1-a)?
1. und 2. und 3. (1-a)y
1. und 2. und 3. und ... und 49. (1- 0)49

Die Wanhrscheiniichkeit, dal aile 49 Fugeln "nicht sellen sing, batrigt demnpachs

(a-a).
Flir die Wahrscheinlichikeit W, dafi-mindestans eine Kuge! "selten ist, ergibt sich:

) )

W=1-(1 -U)Q'.
Fiir @ =3 % folgt somit W=0,312. Dus bedeutci: Uiz Wahrscheinlichkeit, da@
mindesters eine Zah! "selten" ist, betrdgt Lei diessr Wahli von & ungefahr 92 %.
Wenn aber eing Zahl “seiten” isi, dann ist es mit Fcherheit irsbesondere auch die
mit der kleinsten Ziehungshaufigkeit. Also:
Das Ergebnis, dad die Zahl der Weinsten Ziehungskdufigieit {in dem Lottozahien-
Beispial die Zahi 13) "selten” ist, alsa in den Ablebnungsbereich des Tests mit dem
Signifikanzniveau « =5 % falit, ist iberhaupt nicht verwunderiich, sandera mit
grofer Wanrscheinlichkeit, ndmilich mit 22 %, zu erwartan,
Ammeriung : Die Wahescheinlichkeit dafiir, Wugein im Ablehnungsber=ich zu finden,
kann gut durch Simulation bestimm! werden. Oft finden Schiiler gerade dadurch ein
"Gefih!". flir das Problem. Der zugehdrige Algorithmus ist einfach; er zeigt dariver
hinaus den Hintergrund der o.a. Naherung auf: Die Schritte sind nicht unabhéngig

voneinander. Wenn namlich eine Zahl "selten" ist, miissen andere entsprechend
haufiger auftreten,
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Die Behandlung des Beispiels zeigi: Ein einzeiner gegebener Datersatz kann
ent weder zur Gewinnung oder zum Testen von Hypothesen dienen.

4 . Verbesserte Vorgangsweise bein Testen - statistische und inhaitliche Priifung
van Hypathesen ’

Yienn etn Datensat z fiir das Aufsteilen einer Mypothese benutzl wird, dann roul die

Hypnthese entweder statistisch curch sinen gnderen daven unabhdngigen Datensatz
soer innaltlich Uberpriift werden. Wir betrachten runichst eine Miglichkeit dar
statistischen C‘ba‘pr{jfmg. Dazu wihien wir wisder das Lottozatdien-Beispiet.
Beispiel 4 - Lottozahien {Fortsetzung): Im November 19734 nach 996 Ziehungen
war 13 die Zahl mit der geringsten Ziehungshicfigkeit (#6-mal). Die Ab-
weichung vom erwarteten Mittelwert 1 = n * p =~ 122 war signifikant. Zu dissem
Zeitpunkt hitte man die Hypothese ™13 ist eine Unglickszahl™ aufstellen
kinnen, dh. die Ziebungshdufigkeit von 13 ist signifikant KXeiner ais die der

anderen L cttozahlen.

Dann hatte man beispielsweise die nichsten 520 Zierungen iz zum Z7. Ukto-
ber 1784 abwaiten kdnnen. Das neugewonnenz {vorn vorigen Datersaiz unab-
hangige) Datenmaterial zeigt dann: In den 520G Ziehungen ist die Zahl 12

irmgesaint 54 -pal gezogen worder. Die Abweichung vom erwarteten Mitelwert
u =520 * /49 = 63,7

ist nicht signifikant: Wegen

o = yn*p*(l-pi s 7,5

tiegt die Ziebungshdufigkeit der Zahl 13 iin Annshmeberzicn der Siypothese,
denn die Grenze zwischer Annahme- und Abletnungsbereich liegt zwischen 51
und 52. Die an dem irn November 1974 voriiegenden Datenmaterial avfgesteilte
Hypothese "1} ist eine Unglickszahi® wird also durch das newe, unabhingig
gewonnene Datenmaterial nicht gestiitzi,

Anmeriangen : 1) Betrachtet man alie 1516 Zichungen des Samstags-Lottos 6 aus 49
(Stand 27. Oktober 1984}, so ist die Zahl 13 gehau 150-mal gezogen worden. Die
Abweichung vom Mittelwert ist signifikant. Dieser Datensatz ist aber nicht unah.
hiingig vom ersten (996 Ziehungen), sondern enthilt diesen als Untermenge.

2} Man konnte i Prinzip auch eine inhaitiiche Uberprufung der
Hypothese vornehmen, z.B. nachpriifen, ob der Zufallsmechanismus beim Lotto nicht
eirmwandfrei war, oder, ob sich die Beschaffenbeit der Kugel 13 von der der anderen
Kugeln unterscheidet. Natiirlich wird man das in diesern Fall mit ziemlicher
Sicherheit ausschiiefien kdnnen.
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Die an einesn Datensatz gewormene Hypothese kann auch idnll_‘jic‘h gestiitzt oder

widerlegt werden. Belrachien wir dazu das Beispiel mit den Maschinenstillstinden. .
Beispiel 5 - Maschinenstillstande (Fortsetamg): Das worliegende Datenmaterial
zeigt, daf die Anzshi der Maschinenstillstande in der ersten Stunde am groSten
ist. Die Firma kann nun beispicisweise einen Arbeilswissenschaftier besuf-
tragen, zu untersuchen, ob dieter Befund eine Erkldrung hat, z.B., ob die
Maschinen in einem schiechten Zustand auf de nachste Schicht ibergeben
werden. Die Arbeiter der nichsten Schicht miiten dann in der ersten Stunde die
Maschinen relaliv oft stillegen, tn diese 21 warten. Es kdnnte sein, daB die
Maschinenstilistande in der ersten Stunde arbeitspsychologisch zu eridaren sinud,

z.B. durch Andaufschwierigkeiten o4,

: Auch im Beispiel mit den Maschinenstillstinden konnte man die

Assneriamg
Vermutung durch einen zweiten, unabhingigen Datersatz statistisch zu stit zen cder .

zu widerlegen versuchen. In erster Linie wird diese statistische Prifung an einem
weiteren Datensaiz dadurch nabegelegt, daBl eine tragfdhige inhaitliche Erkdarung
wnd Absicherung der aufgestellien Hypothese nicht gefunden werden konnte.

VYerwendet man weder die Information Gber schiechte Schichistunden aws derselben
Daten noch andere Inforaationen beispielsweise aus friheren Dsten, so lamn man
nur einen undiff s:enzxer!er auf keine spezifische Hypotheze eingehenden X*-Test
auf Gleichverteilung (3% = 6, df = 7) ansetzen. Sein Ausfall zeigt, dai das vorliegende
ampirische Ergebms sich nické als signifikent im statistischen Sinne einstufen 1382,
dh. dad die Schwankmgin der beobachtetsn Daten rmch als mfallig angesehen
werden miissen.

Die mit dem y-Test n:.‘ i Armnafy {"fehlendes inheitiches Wissen™) und die
aus dem Ausfall des X -Tests resudiierende Einsiche {("keine Signifikanz*) legen
nahe, einen neven Dalersat" fur eine statistische Prifung zv erheben. LEG man
ungekehst die dem x’-Test zugrundeliegende Annatene ("kein inhaitliches Wissen
2ur Absicherung der spezifischen Hypothese™) fallen, so liegt es gerade dadurch
nate, sich zunachst fehiendes inhaltliches Wissen zu beschaffen, beispieisweise
durch neves Dateranaterial. Neben einer weileren statistischen Untersuchung ist es
sirnvoll, alle Anstrengungen auf elne bessere inhaltliche Dwrchdringung der an-
stehenden Frage zu lenkent '

Eine Analyse der Bedeutung statistischer Aussagen, insbesondere im Zusammenheng
mit dem ¥ 2-Test, findet man in Borovenik (1984).

Am Seispiel mit den Maschinenstilistinden konn man feicht idar machen: Auffallig-
keiten im Dolenmaterial kénnen inhaitlich erkdi3nt werden, wenn man die Einflu-
fakdoren kennt. Dies gilt zB. auch fixr die Ursachen von Krebserkrankamgen,
Waidsterbon sowie Verkehrsunfallen. Auffilligkeiten in ginem Datensatz konnen
etwa dfie Richtung einer wissenschalitlichen Untersuchung bestimmen.

= Auffilligkeiten im Datenmaterial auizuspicen und 2v untersuchen wird
bisher inv der Schule zu wenig behandelt. Retrospektives Testen kana als Hil fsmittel
der sogenanuten Exples ativen Datenanalyse eingeseb =t werden. In dieser Yerwendung
ist retrospeklives Testen durchaus sionvell (siche etwa P. Bun, 1980). Dariber hinaus

hietet die Explorative Datenanalyse anschauliche graphische Methodere Diese bieten
eine grafe Chance fir den Stochastilamterricht.

.

Retrospektives Testen 11

5 . Die Problematik von "vorher” und "nachher”

Eine immer wieder beklagte mnethodische Schwierigkeit beim Unterrichten von
Testverfshren in der Schule berunht gerade darauf, dal zwischen “"vorher” und
"nachher” nicht sorgfaltig unterschieden wird. Dies soll an einem weiteren be-
kannten Beispiel erliuteri werden.

Beispiel 6 - Arzneimittel: Ein Hersteller behauptet, daB ein Medikament in
70 % der Fille bei einer bestimmten Krankheit hilft. Fin Test im Kra’:kenhaus
ergab, dag 15 von 25 Patienten gesund wurden. Kann die Hypothese "Heilungs-
chance betrigt 70 %" aufrechterhalten werden?

Bei dieser Aufgabe, so wird bemerkt, bestimmen die Schiiler die Bernoulli-Wahe-
scheinlichkeit 825 0, .,(1 5) und argumentieren, dafl dieses Ergebnis sehr seiten sei; es
sei nicht leicht, d:e Schiller dazu zu bringen, die kumuierten Wahrscheinlichkeiten
825;0'70( < 15) zu betrachten. Diese Schwierigkeit sollte m.E. nicht durch auto-
matisierte Verfahren ibergangen werden, sondern solite vielmehr durch geeignete
Aufgabenstellung und Analyse behoben werden.

Beispiel 7 - Arzneimittel (Fortsetzung): Ein Hersteller vermutet aufgrund

seiner Laboruntersuchungen, dal ein Medikament in 70 % der Fille bei einer
bestimmten Krankheit hilft. .

a) Welches Testverfahren einseitig/zweiseitig und weiches Signifikanzniveau ist
angemessen?

b) Bestirame den Verwerfungsbereich der H);poth&se fir das gewshite Testver-
fahren und das angenommene Signifikanzniveau.

c) Entscheide, ob die Hypothese "Heilungschance betrigt 70 %" abgelehnt
werden mulf, wenn eine Tgstdmchfﬁhmg in einem Krankenhaus ergab, da 15
von 25 Patienten gesund wurden.

Oer Verwerfungsbereich wird bestimmt, bevor das Ergebnis der Testdurchfiihrung
vorjiegt.

Arnmexlamg: Es ist ein elegantes und in der Praxis héufig verwendetes Verfahren,
das nominelle Signifikanzniveau, den sogenannten p-Wert, zu ermitteln, das durch
ein schon vorliegendes Testergebnis bestimmt wird. Man nimmt dieses Ergebnis als
Grenze zwischen Verwerfungs- und Annahmebersich und bestimmt die Summe der

-Wahrscheinlichkeiten fiir dieses und alle "extremeren” Ergebnisse. Die Formulierung

cbutet schon an, daB man sich vorstellt, das Ergebnis sei noch nicht eingetreten.
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6 . AbschlieBende Bemeriamngen

Die angesprochene Problematik beim Testen von Hypothesen ist Schiilern nicht ohne
weiteres einsichtig. Zu Beginn der Problemsteliung wird_ im Klassengesprach etwa
gedulert: *Entweder ist die Abweichung gewisser Merkmalsausprigungen signifikant
oder nicht. Darum spielt es keine Rolle, ob Hypothese und Test vor oder nach
Kenntnis der Daten festgelegt werden.” Es kommt also darauf an, da8 Schiiler den
Unterschied zwischen inhaltlicher und statistischer Absicherung von Hypothesen
erkennen. Soll eine Auffalligkeit statistisch abgesichert werden, so darf dies nicht
an den Daten geschehen, an denen die Auffilligieit erkannt worden ist. Diese kiare
und einfache Abgrenzung mull im Unterricht deutlich werden, wenn Schiller die
"Philosophie® der klassischen Testverfahren und ifwer Anwendungen durchschauen
sollen. :
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