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METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE
Manfred Borovcnik, Klagenfurt

Kurzfassung: In [1] habe ich Ideen und Konzepte zu Regression und Korrelation
méglichst ohne bzw. mit elementarster Mathematik entwickelt. In dieser Note
sollen mathematische Ergédnzungen dazu in einfacher Form dargestellt werden.

1. Einleitung

Daten von zwei Zufallsvariablen k&nnen durch Punktwolken darge-~
stellt werden. Die Problemgeschichte, wann und warum man an eine
Punktwolke eine Regressionsgerade anpassen m&chte, habe ich in

[ 1] ausfilhrlich geschildert. Nicht ndher erldutert wurde in [1]
jedoch, wie man zur speziellen Gestalt der Regressionsgeraden
kommt. Darauf soll im folgenden eingegangen werden. Dabei werden
gleichzeitig wichtige mathematische Konzepte der Regression und

Korrelation miterschlossen. Die Regressionsgerade:
X ™ §(x) = a + bx

wurde in [1] in der folgenden speziellen Gestalt verwendet:

A - -

- X = X
Y-y . . x-Xx

Sy Sx

L&6st man dies nach § auf so erhdlt man die Standardform der Ge-

raden mit Achsenabschnitt und Steigung

y= y+r - EX c(x-x) =y - r-§X°x + r'§1°x.
X X X

Die Regressionsgerade y(x) bietet einen Sch&itzwert fiir den Mittel-
wert fir die abhdngige Variable, wenn man sich nur auf "Objekte"
bezieht, deren Wert fiir die unabhdngige Variable mit x bekannt
ist. Dieser Schatzwert § unterscheidet sich vom gewdhnlichen Mit-
telwert umso mehr, je weiter x vomn X entfernt ist, je grdBer das
Verhdltnis der Standardabweichungen sy/sx ist und je gr&Ber der
Korrelationskoeffizient r ist. Die Berechnungsmethode £ilir den Kor-
relationskoeffizienten in [1] kann man in einer Formel so zusam—

menfassen:
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n - - T -x -y
o : Doxgmx . Y~y _ £ (x5 X)(Yi y) _ cov(x,y)
n-1 i=1 Sy Sy Sy Sy Sx SY

Bemexkung: In [1] wurde der Einfachheit halber 1/n als Faktor gewdhlt, nunmehr
wird 1/ (n-1) genommen. Auf die innermathematischen Grinde kann hier nicht ein-
gegangen werden.

Fliir die numerische Berechnung kann man folgende Formel verwenden

(Die Daten brauchen dabei nur einmal in den Taschenrechner einge-

geben werden) :
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Dabei kann man die x- bzw. y-Daten noch durch eine lineare Trans-
formation vereinfachen, z.B.

X » x' = 2V
c 4

ohne daB dadurch der Wert von r verdndert wilrde. Wie aber kommt
man zu den Formeln fiir r sowie zur speziellen Gleichung der Re-

gressionsgeraden? Gerade das soll im folgenden ausgefiihrt werden.

2. Optimierungsproblem zur Festlegung der Regressionsgeraden

Eine beliebige Gerade ist durch Wahl der Parameter a (Achsenab-
schnitt) und b (Steigung) festgelegt: §==a-+bx. Durch Wahl der
Parameter a und b kann man eine Gerade der Punktwolke mdglichst
gut anpassen. Gut anpassen soll dabei folgendes bedeuten: Hat die
unabhdngige Variable den Wert X;r SO schdtzt man den Wert der ab-
hdngigen Variablen durch den Punkt (xi,yi) auf der Regressionsge-

raden, der Schdtzfehler dabei ist di==(yi—§i).

AY §>=a+bx

X

X; g
Fig.1l: Schatzfehler bei Ersetzung der y-Daten durch entsprechende Punkte auf
der Regressionsgeraden.




-19-

Zwel Forderungen an die Sch&tzfehler di erscheinen "vernilinftig":
1) Summe. der Schitzfehlen gleich Null:

d, = O

i

2) Summe der Quadrate der Schdtzfehlern minimal:

Zdi = minimal
Der Ausdruck Zdi ist abhdngig von a und b:

- 142 = 9% = - a- 2

Q(a,b) Zdi Iy - yy) Iy, - a-bx.))",
und soll durch Wahl von a und b minimiert werden.
Die Forderung 1) ergibt folgende Nebenbedingung:

Zdi = 0 , d.h. Z(yi— yi)= 0, also:

Z(yi— a - bxi) = 0.
Daraus ergibt sich:

Zyi— n-a - b-in =0
Aufgeldst nach a:

a = § - bx.
Das bedeutet gleichzeitig, daB der Punkt (§,§) auf der Regressions-

geraden liegen soll. Die aufgeldste Nebenbedingung in die Zielfunk-
tion Q eingesetzt, ergibt:

Q) = Ily;- ¥ - b(x, - %) 12

Ausquadrieren ergibt:

Q) = I(y,- 92 - 2bT (x, - X) (y; - ¥) + bZZ(xi - %2

Die Minimalstelle der Parabel Q(b) erhdlt man am einfachsten durch
Nullsetzen der Ableitung:
2

Q'(b) = —ZZ(xi - x)(yi -vy) + 2b2(xi - X) = 0
L&sung b:
s Z(xi - X)(Yi - Y) _ cov(ix,y) _ Ez_. cov(x,y) _ EX .r
-2 2 s_S s
Z(xi - X) s s x"y X
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b ist Minimum, wie man sich anhand der zweiten Ableitung von Q

iberzeugen kann. Filir a ergibt sich:
-~ — s —
a=y - EX *r - X
X

3. Restfehler und Korrelationskoeffizient

Die y-Daten werden durch die Punkte (xi,§i) auf der Regressionsge-
raden geschdtzt. Der minimale quadratische Fehler bei der bestmdg-

lichen Wahl der Regressionsgeraden ist dabei:

A ~ 2
Qb) = Ily; - yy) =
s _ %y %11 2
= Ily; ~y-gt - r- (x, -x)]" =
X
2 s
_ =2,y 2 2 _ oy = =
= Z(yi—y) + L s r - Z(xi—x) - 2s T Z(xi-x)(yi—y)
&_._____Y‘_.__I Sx \_.____v_._.____J x [N v J
(n-1)s (n-1)s (n-1)rs s
Y X XYy
2 2 2 2 2
= -1 + (n-1 - 2(n-1 =
{(n )sg (2 )syr (n )syr
= n-1)s"[1-r°]
( ) y[

Messen wir "Varianz" voriibergehend durch die Summe quadratischer
Abweichungen und nicht wie bisher iiblich durch die "mittlere" qua-
dratische Abweichung, also durch:

-2 1 - 2
Z(yi - vy) statt H:Tiz(yi -y)7,

so kobnnen wir die letzte Formel plakativ wie folgt aussprechen:

(1 o) = Iy, - D - (-1

Restvarianz
"Streuen um die
Regressionsgerade"”

urspriingliche
Varianz "Streuen _
um den Mittelwert y"

1 minus Quadrat
X\_des Korrelations-
koeffizienten

I

Naiv kann man die Differenz "Urspriingliche Varianz" minus "Rest-

varianz"
-2 ~ 2
Z(yi -y - Llyy yi)

als Varndanzaeduktion ansprechen und erhdlt durch entsprechende Um-

formung von (1) die Beziehung:
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arianzreduktion durch . .
. Urspriingliche . Rest-
Bezug auf Regressions- - minus .
. . Varianz varianz
beziehung zwischen x,y =
Urspringliche
- .2 -2 2
Varianz r = Z(yi -y)

Das Quadrat des Korrelationskoeffizienten ist daher einer ganz
einfachen Deutung zuganglich: Es gibt an, um welchen Anteil die
urspriingliche Varianz der y-Daten um den Mittelwert y durch Bezug-

nahme auf die (unterstellte) Regressionsbeziehung verringert wird.

4. Zerlegung der Streuung

Fliir die mathematische Theorie der Regressionsrechnung ist es wich-
tig, daf man diesen naiv formulierten Sachverhalt abstiitzen kann:

Die individuellen Abweichungen yi—§ kann man so zerlegen:

Streuen der y-Daten Streuen der y-Daten um Streven der Ausgleichspunkte
um Mittelwert y Regressionsgerade y (x) (xi,yi) um y
"
AY y =a+bx AY

7 . }{i
}’J

Y

X

Y x

Fig.2: Zerlegung der Streuung in Komponenten, die verschiedenen "Ursachen" zu-
geordnet werden.

Die Verringerung der Abweichung

von yi—§ Abweichung vom Mittelwert
auf nunmehr yi—§i Restabweichung
hat die GroB8enordnung §i—§ Abweichung, erhkfdnt durch Re-

gressionsbeziehung

Wiirden die y-Daten exakt dem Verlauf der Regressionsgeraden folgen,
so wdre ihre Streuung (quadratische Abweichung) durch Z(§i-§)2 ge-
geben. Diese Streuung ist der Regression von y und x zuzuschreiben,
sie ist "durch die Regressionsbeziehung erkldrt".

Dariiberhinaus Jjedoch weichen die y-Daten durch weitere "Fehler-
quellen" von der Regressionsgeraden ab, und zwar in der Gr&Sen-
ordnung Z(yi—§i)2. Dies ist die in den y-Daten verbleibende Streu-

ung, nachdem man schon Bezug auf die Regressionsbeziehung genom-
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men hat, diese Reststreuung ist ndcht durch die Regressionsbezie-
hung erklart.

Nicht nur das Streuverhalten einzelner Daten 1ld8t sich in die an-
gesprochenen zwei Komponenten zerlegen, sondern auch die Summen

der Abweichungsquadrate. Behauptung:

~ 2
Ily; = yy)

~ -2
Z(Yi = Y)
Varianz, erkl&rt durch
Regressionsbeziehung

Urspriingliche
Varianz

Restvarianz

Bemerkung: Diese Streuungszerlegung hat u.a. dazu gefihrt, daB sich in der Ent-
wicklung der Statistik die Varianz und nicht die mittlere lineare Abweichung
als Kennziffer flir das Streuverhalten von Daten durchgesetzt hat.

Der Beweis ist leider nur formal, ohne begleitende tiefere und da-
von unabhdngige Einsicht zu fithren. Durch Ausquadrieren der indi-

viduellen Abweichungszerlegung und Umordnen ergibt sich:
-2 _ _ 22 A& =2 _ 2 A =
Ely; -7 = Dly; —yy)” + (yy —y)" + 20(y; -yl (y; = v)

Der Beweis ist gefiihrt, wenn die gemischte Summe verschwindet, d.h.
falls

I
o

Ily; =y ly; - v)
Es gilt (siehe Fig.2)

A~

yi_yi=yi—y+y_yi=yi-y—(yi—y)°

Weil (xi,§i) und (x,y) auf der Regressionsgeraden liegen, gilt

ferner:
y; =¥ = blx; - X).

Dies kann man zur Umformung beider Faktoren verwenden also gilt:

iy, =¥) (v,=¥) = Bly -y-B(x,-%)1 B(x,-%)

BI(y,-9) (x,~%) = (B)? % (x,~%)°

Jetzt kann man die spezielle Gestalt der L&sung b des Regressions—
problems ausnilitzen:
Z(x,-x) (y;-y)

5 = — , woraus sich ergibt:
Z(xi—x)

(x,-¥) (y,-¥) = b - z(xi-§)2

Setzt man diesen Ausdruck oben ein, so sieht man, daB die gemischte

Summe wirklich verschwindet.
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5. PrifgrdBen als Anteil erkldrter Streuung

Eine Regressionsgerade paft anschaulich dann gut, wenn die Varianz-
reduktion in Formel (1) groB ist, d.h. falls r2 groB ist. Eine an-
dere M&glichkeit, die Giite der Anpassung der Geraden an die Punkt-
wolke zu priifen, besteht darin, die durch die Regressionsbezie-

hung erklidrte "Varianz" Z(yi—§)2 in Formel (2) anteilmiBig

a) auf die urspriingliche Varianz in den y-Daten zu beziehen:

~ =2
(3) Z(yi-y) _ r2 (leichte Umformung von (1)!)
- 2
z (yi_y)
b) auf die "Restvarianz" zu beziehen:
A~ =2
L(y;-y)
(4) —L
Lly;-y;)

Sind die Werte von (3) und (4) groB, dann paft die Recgressions-—
gerade gut, dann ist die Regressionsbeziehung als Quelle, die
Variabilitdt in den y-Daten erzeugt, grof im Vergleich zu allen
Quellen, die Variabilitdt in den y-Daten erzeugen (Nenner in a))
bzw. gro8 im Vergleich zu in der Regressionsbeziehung nicht er-
faBten Quellen, die "verursachen", daB die y-Daten streuen (Nen-
ner in b)). Statt den Quadratsummen in (3) und (4) verwendet
man in der statistischen Literatur mittlere Quadrate, (3) bleibt
davon unberiihrt, (4) wird zu (4') (siehe dazu [4]).

2(7-7) 2

(4')

1 A2
a2 rly;7yy)

6. AbschlieBende Bemerkungen

Die Methode, die Regressionsgerade durch Minimierung der quadra-
tischen Fehler festzulegen, heiBt Methode der kleinsten Quadrate.
Die voranstehenden Uberlegungen sollten zeigen: Das der Regres-
sionsrechnung zugrunde liegende Optimierungsproblem ist eigentlich
leicht zu fassen. Die L&sung ist durch die einsichtige Zusatzfor-
derung 1) (Summe der Schdtzfehler ist Null) direkt und tiberschau-
bar -siehe jedoch [2].

Der Korrelationskoeffizient hat in der Form1—r2 als Varianzreduk-

tion (Formel (1)) und in der Form von (3) als Anteil erkl&drter Streu-
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ung an der Gesamtstreuung eine sehr direkte Interpretation. Die
Zerlegung der Streuung von y in Komponenten, die dann verschie-
denen "Ursachen" zugeordnet werden sollen, Formel (2), erschliefit
eine wichtige inhaltliche Beziehung, ist jedoch exakt nur sehr um-
stdndlich zu beweisen. Die in der Statistik iiblichen PriifgrdBen,
(3) und (4'), dafir, daB die Regression gut paBt, sind eigentlich
durch die Deutung als "relative, durch Regression erkldrte Vari-
anz" auch sehr plausibel.

Neben den inhaltlichen Uberlegungen in [1] sollten auch die hier
erlduterten mathematischen Beziehungen untermauern, daB Regression
und Korrelation "gar nicht so schwierig" sind und daB die Konzepte

einen tieferen, durchaus verstdndlichen Sinn haben.
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