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KLARUNG DES KONZEPTS DER REGRESSION MIT HILFE VON DREI-PUNKT-
DATENSATZEN

von LeRoy A. Franklin

Orginaltitel in "Teaching Statistics™ Vol. 10 (1988) Nr. 1:

Clarifying Regression Concepts
Using 3 Point Data Sets

tibersetzung: Manfred Borovcnik, Klagenfurt

Kurzfassung: Zur Wiederholung und zur Vertiefung der Einsicht tber die Grund-
lagen der Regression schlé&gt der Autor die Beschrankung auf nur 3 Punkte vor.
Durch geschickte Wahl der Punkte 148t sich aufgrund der Variation der Daten die

Bedeutung der wichtigsten Begriffe wie Varianzen, Residuen und Korrelations-
koeffizient erklédren.

1. Einleitung

Viele Anfd&ngerstudenten finden die Berechnungen im Zusammenhang
mit einfacher linearer Regression ganz simpel und klar. Leider
werden viele ihrer charakteristischen Eigenheiten nicht wirklich
verstanden und so mancher Student kommt erst nach mehreren Jahren
einschldgiger Beschdftigung auf die Hintergriinde solcher Konzepte
wie dem "Bestimmungskoeffizienten" r2. Der Autor hat herausgefun-
den, daB man die miihseligen Berechnungen minimieren kann, wenn man
sich auf Drei-~Punkt-Datensétze.einschré&nkt, VWenn man:jedoch diese
drei Punkte sorgfdltig auswdhlt, kann man sehr viel Einsicht in
viele wichtige Regressionskonzepte gewinnen. Die folgenden sieben
Beispiele sind vom Autor als Richkbl.ick auf die Regressionsrechnung
verwendet worden, und setzen voraus, daB die Studenten bereits mit
folgenden Konzepten und Definitionen konfrontiert worden sind ‘
(z.B. Ott, 1984):
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Summe der Quadrate von x (Sum of Squares) :

_ _ S22 2 _ 1 2
SSXX = Z(xi X) = in n(in)
Summe der Quadrate von y:
_ _ o2 2 _ 1., 2
SSyy = Z(yi V) = Zyi n(Eyi)

Summe der gemischten (quadratischen) Produkte:
= - % -3 = -1

SSXy = Z(xi x)(yi y) = ‘inyi aniZyi
Steigung der Regressionsgeraden:

b = SSXy / Sxx
Achsenabschnitt der Regressionsgeraden:

‘a' =y - bx
Summe der Quadrate, erkldrt durch Regressionsbeziehung, das ist
das Streuen der Ausgleichspunkte y; = @ + bxi auf der Regressions-
geraden um den Mittelwert §:

SSAA_ ~ _—2 _ A
yy = Z(y; - v) = bssxy
Mittlerer quadratischer Fehler, das ist die"Restvarianz", die nicht
erkldrt wird durch Regression, das Streuen um die Regressionsge-
rdde:

s = ss_/(n - 2) = Iy, - §i)2/(n - 2)

Es gilt folgende Streuungszerlequng:

SS = S - Saa
e Yy YY

Bestimmungskoeffizient, das ist der Anteil der durch Regressions-
beziehung erkl&drten Varianz an der Gesamtvarianz der y-Daten be-
zogen auf §, gleichzeitig das Quadrat des Korrelationskoeffizien-

ten:

2
r

Sa~ / SS
YY Yy

Test von HO : b=0 gegen H1 : b>0, PrifgréBe

~ 2
t _, = (b-0) /\/s /S8,



-35-

Gepriift wird, ob die Steigung der Regressionsgeraden signifikant
von Null verschieden ist.

2. Sieben einfache Beispiele zur linearen Regression

Das erste Beispiel ist als Basisbeispiel zu verstehen, alle wei-

teren Beispiele werden damit verglichen werden.

Beispiel 1: Es geht umdie Punkte (1,2), (4,4) und (4,6). Man be-

achte die Werte der verschiedenen Quadratsummen sowie den Umstand,
daB8 die beste Ausgleichsgerade (im Sinne der Methode der kleinsten
Quadrate) genau zwischen den Punkten (4,4) und (4,6) hindurchgeht,

diese beiden Punkte also gleich gewichtet.

A
| SS,,=6 - f,=1  R*=075
6+ ®
SS,, =6 fo=1 t=1732
SS,, =8 SS;;=6 Signifikanz-
a1 b x=3 s2 =2 niveau= 0167
)7 =4
24 [ ]
SEAE TN RS

Beispiel 2: Die bedden rechten Punkte in Beispiel 1 wdndenn gledlch-
mipig verntikal auseinander: (1,2), (4,3), (4,7).

Es lohnt sich, die Studenten voi der Berechnung der Kennziffern zu
fragen, welche Verdnderung der Werte sie erwarten.

Die Regressionsgerade bleibt dieselbe wie in Beispiel 1, weil die
Punkte symmetrisch auseinanderwandern, daher bleiben auch die Aus-
gleichspunkte §i= 5+Bxi gleich. Das hat zur Folge, daB die durch
Regression erkldrte Varianz (das Streuen der Ausgleichspunkte)
SS§; gleich bleibt.

Weil die Punkte nun aber weiter von der Regressionsgeraden ent-
fernt sind, wird die Restvarianz SSe bzw. s2 grdRer.

Die Punkte streuen mehr in der y-Koordinate, daher wird SS

Yy
grbBer.
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Der Anteil der durch Regression erkdrten Varianz, das ist

2
r- = §s*° S wird demnach kleiner.
vy / vy’

Die Prifgrtfe filir die Steigung b, das ist tn—2’ wird kleiner und
weist nun eine geringere Signifikanz auf, obwohl der Wert von 5
sich nicht veridndert hat.

Bemerkungen: Dasjenige Signifikanznivieau, auf dem die zu priifende Nullhypo-
these fiir die vorliegenden Daten gerade noch abgelehnt werden kann, heiBt
aktuellen p-Went der PriifgrdBe. Ist der aktuelle p-Wert 4,5 %, so heifit
das, daB H_ fir das Signifikanzniveau 0 = 5 % abgelehnt werden kann, flir ein
o=4,4 % %.B. aber nicht mehr. Je kLeiner der aktuelle p-Wert, desto hohen
signifikant der Wert der PrifgréBe. Im Fall unserer Prifgrdfe t gilt: Je
kleiner der Wert von t Y desto gréBer der p-Wert, desto geringgr die Signi-
fikanz des Ergebnisses.

A

! . SS,x=6 f,=1 R?* =043
6} SS,,=6 fo=1  t=0866

SS,, =14 SS;;=6 Signifikanz-

' X=3 s* =8 niveau:0273

41T )'; =4
[
24 o
_52 +- b3 + ; + i>

Beispiel 3: Die beiden nechten Punkte aus Beispiel 1 wandern nun
gleichmidBig aufeinander zu, bis sie zusammentreffen: (1,2), (4,5),
(4,5). Wiederum ist es hilfreich, die Studenten nach ihrer Ansicht
iiber die dadurch zu erwartende Ver&nderung der Kennziffern zu be-
fragen.

Die Regressionsgerade bleibt wieder dieselbe wie in Beispiel 1,
ebenso auch die Ausgleichspunkte §i = 5+5xi. Die durch Regression
erkldrte Streuung, SS§§, bleibt daher gleich.

Alle Punkte liegen nun auf der Regressionsgeraden, die Restvarianz
52 bzw. SSe ist Null.

Die Streuung der y-Daten, Ssyy’ wird kleiner, da alle Punkte nun

i d 1i ist SS = Saa,
auf der Regressionsgeraden liegen, vy 5%
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Der Anteil der durch Regression erkldrten Streuung r2 = SS§§/SS

ist daher 100 %, d.h. r2=1.

Yy

Fiilr die t-Statistik folgt aus sz=O, daB sie einen nicht definier-
ten bzw. einen unendlich groBen Wert (das wiirde einen p-Wert von
O ergeben) hat, obwohl die Steigung der Regressionsgeraden b=1

ist.

Die angestellten Vergleiche in diesen drei Beispielen kldren nor-
malerweise die Unterschiede zwischen der GréBe von bHiund der Grdge
der beobachteten Signifikanz des entsprechenden t-Werts. Eine Auf-
gabe fiir die Studenten: Konstruiere eine 3-Punkt-Datenmenge mit
£=1OO und einem sehr kleinen t-Wert, der daher eine geringe Sig-

nifikanz hat.

ol SS,, =6 f,=1 R* =1
SS,, =6 fo=1 [ =00
® SS,,=6  SS,,=6  signifikanz-
4 X=3 s? = niveau=0
} =4

Beispiel 4: Im Vergleich zu Beispiel 1 bewegt sich der L.inke Punkt
nach oben: (1,5), (4,4), (4,6). Von den Quadratsummen dndert sich
nun SSxy und Syy' daraus ergibt sich b=0 wund a=5. Dadurch wird
klar, welche Rolle dieser einzelne Punkt filir Achsenabschnitt und
Steigung der Regressionsgeraden spielt.

Die Regressionsgerade ist parallel zur 1. Achse, die Ausgleichs-
punkte §i streuen {iberhaupt nicht, sie sind alle identisch, d.h.
SS§§=O. Die_durch diese Regressionggerade erkldrte Streuung der
y-Daten um y ist Null, daher ist r"=0. In so einem Fall kann man
ein Yy geradesogut durEhAden Mittelwert § schdtzen wie durch den
Ausgleichspunkt §i = a+bxi. Darin liegt nach Ansicht des Autors

eindeutig der Reiz des Beispiels fiir die Studenten. Daritberhinaus
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sollte man beachten, daB die Schdtzung von 02 unverdndert zu Bei-

spiel 1 ist,

1 ¢ SS.. =6 f,=0 R =0
1 e SS,, =0 fo= t=0
at ° SS,, =2 SS;;=0 signifikanz-
X = 3 Sz =2 niveau= 050
j=5

24

-2 0 2 4

Bedispiel 5: Der fLinke Punkt in Beispiel 1 wird ldngs der urspriing-
lichen Regressionsgeraden weiter nach £inks auBen bewegt: (-2,-1),
(4,4), (4,6). Dadurch werden die Quadratsummen SSXX, S§ und ngy
gréBer. Man beachte aber, daB die Koeffizienten & und b sowie s
unverdndert bleiben. Das Hinauswandern des linken Punktes hat auch
einen kleineren Ausgleichswert § zur Folge, auch S§§ wird damit
groBer, jedoch bezogen auf Syy in stdrkerem AusmaBl, wovon man sich
durch Rechnung liberzeugen kann.

Das bedeutet, daB r2 groBer wird. Leichter einzusehen ist, daB der
Wert der t-Statistik grdpBer wird, d.h. sein p-Wert wird kleiner,
seine Signifikanz gréBer.

Dies macht insgesamt deutlich, daB8 Punkte, die sich weiter auBen
befinden, die Regressionsgerade stabilisieren und der Sch&dtzung
von b eine gréBere Sicherheit verleihen (daB der Wert b von Null
wirklich verschieden ist), auch filir den Fall, daB die Schdtzung

von 02 sich nicht verdndert hat.
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A
81 ° SS,, =24 f,=1 R?=0923
SS,, =24 fo=1 t = 3-46
4t ° SS,,=26  SS;;=24 signifikanz-
.? = 2 52 = 2 ni\,eau_= 0090
=3
24
=5 o 2 T

Beispiel 6: Der Linke Punkt in Beispiel 1 wird nun ldngs der alten
Regressionsgeraden ndhen zu den beiden anderen Punkten gerlickt:
(3,5, 4,5), (4,4), (4,6). Obwohl alle Quadratsummen Ssxx’ SSyy

und Ssxy sich verdndern, bleibt diezAusgleichsgerade dieselbe wie
in Beispiel 1, ebenso bleibt auch s~ gleich.

Die Rechnung ergibt, daB r2 sowie der beobachtete t-Wert fiir b
kleiner werden (der p-Wert von b steigt).

Die Anderung im Vergleich zu Beispiel 1 ist genau gegengleich wie
in Beisgpiel 5.

\
1 . SSe =4 fi=1 R*=00769
| SS,, =1 fo=1 t=0289
4 e SS,, =2¢ Ssﬁzésnmﬁﬂ@mﬁ
=42 s? =2 niveau = 0-410
j=%
21
-2 o = 2 >

Beispiel ?#: Dieses Beispiel ist nur fiir Klassen mit iiberdurch-
schnittlichem mathematischen Hintergrund gedacht. Der linke Punkt
bewegt sich wie in Beispiel 6, Jjedoch noch ndher an die beiden

anderen Punkte heran, bis sie alfe drei auf edinen senkrechten Ge-



raden "aufgefiddelt" sind: (4,5), (4,4), (4,6). In diesem Fall ver-
hindert SSXX=O eine Anwendung der tiblichen Formeln. Eine neuer-
liche Herleitung der Normalgleichungen zeigt nun, da x1=x2=x3=4,
daB wir nur edne linear unabhdngige Gleichung in 2zwei Unbekannten
a und B haben. Wir k&énnen daher eine Variable frei wdhlen, die an-
dere ergibt sich dann. Die Wahl verschiedener Werte von 6, Z.B.
5=1,0 und -1 und das Einzeichnen der Ausgleichsgeraden gibt den

Studenten ein Gefiihl fir solche Fédlle.

6. o SS,.=0 f, = wdefiniert R? = undefiniert
o SS,, =0 flo = undefiniert = undefiniert
SS,, =2 SS;; = undefiniert
a ) 2 5 .
x=4 §° = undefiniert
b )'} J— 5
24
2 o T 2 a

3. Zusammenfassung und SchluBfolgerung

Regression ist eine in der Praxis weit verbreitete und iiberaus
nitzliche statistische Methode. Dennoch passiert es hdufig, daB
die Konzepte fiir den Lernenden von den Daten verdunkelt wexrden.
Durch Reduzieren der Datenmenge und durch systematische Ver&nde-
rung eines Punktes oder zweier symmetrisch liegender Punkte kdn-
nen die Berechnungen minimiert werden. Gerade dadurch wird {iib-

licherweise die Einsicht unterstiitzt.

Literatur:
Ott, Lymann: In Introduction to Statistical Methods and Data
Analysis. Duxbury, 1984.





