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PARAMETERFREIE VERFAHREN ZUR BEURTEILUNG
VON ZWEI ABHANGIGEN STICHPROBEN IM UNTERRICHT

von ALFRED MULLER, Coburg

Zusammenfassung: Bei einem Einstellungstest soll die Konzen-
trationsfdhigkeit mit einer neuen Aufgabenstellung ilberpriift
werden. Zehn Bewerber um einen Arbeitsplatz unterzogen sich
an zwel aufeinanderfolgenden Tagen dem bisherigen und dem
neuen Test. Mit Hilfe von parameterfreien Verfahren (Vorzei-
chentest, Vorzeichen ~ Rang - Test, Randomisierungstest von
Fisher) wurde nun untersucht, ob aus den (abhdngigen) Stich-
probenwerten die Nullhypothese, daB beide Tests in gleicher
Weise die Konzentrationsfdhigkeit messen, aufrecht erhalten
oder ob eine signifikante Abweichung festgestellt werden kann.
Die stochastischen Verfahren, ihre Voraussetzungen und ihr
Vergleich wurden mit Schiilern diskutiert, entwickelt und aus-
geflihrt.

ZDM~ Klassifikation: K74

1. Bereits im Heft 1/1987 dieser Zeitschrift (siehe [4]) wurde
bei der Beurteilung von unabhdngigen Stichproben im Unterricht
die Motivation dargelegt, warum verteilungsfreie Methoden zur
Beurteilung von Stichproben gewdhlt wurden: Die Verteilung der
Testgr&Be kann bei einer kleinen Zahl von Messungen in der Re-
gel nicht genau genug durch eine Normalverteilung approximiert
werden, so daB Verfahren angewendet werden miissen, die nicht auf
eine spezielle Verteilung zugeschnitten sind. Diese parameter-
freien Testverfahren sind umfassender anwendbar, da sie im all-
gemeinen nur an bescheidene Voraussetzungen gebunden sind, auBer
MeBwerten auch Rangdaten verarbeiten, flir kleine Stichproben ge-
eignet sind und nur einfache Formeln verwenden, d. h. den Rechen~-

aufwand gering halten.

Die in einem Leistungskurs Mathematik gemachten Erfahrungen bei
der Besprechung von Rangsummentest von WILCOXON, U-Test wvon
MANN und WHITHEY und X-Test nach van der WAERDEN zur Beurtei-
lung zweier unabhdngiger Stichproben wurden im oben genannten
Heft genau beschrieben. Dort wurde bereits angedeutet, daB auch
in einer freiwilligen Arbeitsgruppe auBerhalb des Unterrichts
parameterfreie Verfahren zum Testen an verbundenen, d. h. ab-

hdngigen, Stichproben angewendet wurden.
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2. Die spezielle Betrachtungsweise von Stichprobenergeb-
nissen mit wenigen Werten war allen anwesenden Schiilern
nach der genannten Voriibung hinreichend geldufig, so daB
gleich die Problematik der Entstehung verbundener, abhdngi-
ger Stichproben diskutiert werden konnte. Oft steht man
in der Praxis vor der Aufgabe, zwel verschiedene Verfahren
oder Methoden miteinander zu vergleichen. Sicher kann man

so vorgehen, daB man beide an zwei Gruppen von Versuchs-
objekten testet und dann diese beiden, allerdings unabhéngi-
gen Stichproben nach einer dafiir geeigneten Methode (z. B.
wie in [4]) miteinander vergleicht. Wie muB man vorgehen,

um abhdngige Stichproben zu erhalten, und wie kann man diese

dann beurteilen?

Die Schiilervorschldge trafen dann auch die in der Praxis am
hdufigsten angewandte Art, solche abhidngigen Vergleichspaare
Zu gewinnen: Dieselbe Stichprobe nimmt an der Untersuchung
zweimal teil, wobei man zwischen der ersten und der zweiten
MeBwiederholung keinerlei Wechselwirkungen derart zuldfit, daB
Lern-, Ubungs- und Ermiidungseffekte oder Verdnderungen des
untersuchten Merkmals auftreten. Hier wurde besonders heraus-
gestellt, daB die so gebildeten abhdngigen Stichproben beim
Testen von verschiedenen Verfahren oder Methoden einen groBen
Vorteil gegeniiber unabhédngien Stichproben zeigen, denn man
kann verbundene Stichproben viel genauer vergleichen, weil die
Streuung, die sonst zwischen den verschiedenen Objekten der
Stichprobe besteht, wegfdllt. Man modifiziert h&ufig die Ver-
suchsausflihrung so, daB man die 1. Hilfte der Stichprobe dem
Verfahren 1 und die 2. H3lfte der Stichprobe dem Verfahren 2

unterwirft und dann umgekehrt.

Besonders die m8glichen Verdnderungen flihren dazu, da8 es hdu-
fig nicht gelingt, ein Element einer Stichprobe zweimal zu un-
tersuchen. Die Schiiler erkannten auch hier die M&glichkeit,
die zur Abhilfe angewendet wird: Man unterteilt die Stichprobe
etwa durch Losen in Paare und filhrt dann die 1. Untersuchung

an den ersten Elementen der Paare und die 2. Untersuchung an
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den zweiten Elementen der Paare aus. In jedem der beiden
Fdlle erhdlt man zwei abhdngige oder verbundene Stich-
proben, die wegen der Paarung immer den gleichen Umfang

besitzen miissen.

3. Zur Untersuchung solcher abh&ngiger Stichproben wurde
den Schiilern folgendes Beispiel vorgelegt: Die Personal-
abteilung eines kleinen Industrieunternehmens plant ihre
Einstellungstests selbst, unter anderem soll die Konzen-
trationsfdhigkeit liberpriift werden. Bisher muBten die Priif-
linge iber 60 Minuten die Ergebnisse vorgegebener einfach-
ster Grundrechenarten durch die Einerziffer des Ergebnisses
angeben. Ein neuer Test, der den Vergleich einfacher Grund-
rechenarten lber 60 Minuten verlangt, soll diesen ersetzen,
wobei als Ergebnis nur das richtige der Zeichen "«¢", "="
oder "»" anzugeben ist. Zehn Bewerber um einen Ausbildungs-
platz muBten an zwei aufeinanderfolgenden Tagen beide Tests
bearbeiten, wobei angenommen werden kann, daB die Versuchs-
personen an beiden Tagen unter den gleichen Voraussetzungen
an den Start gingen. Die Ergebnisse wurden als Prozentwerte
im Vergleich zu einem erwarteten Wert geméssen. Es ergab

sich folgendes Resultat:

Person 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Testerg.l 106 104 100 103 101 102 105 105 106 108
in %
Testerqg.2 102 94 102 103 98 104 97 105 105 102
in %

Tabelle 1

Kann auf Grund dieser Stichprobenwerte die Behauptung auf-
recht erhalten werden, daB beide Tests in gleicher Weise die
Konzentrationsfédhigkeit messen, oder gibt es zwischen den

beiden MeBreihen eine signifikante Abweichung?

4. Bevor man an eine ndhere Untersuchung Uber eventuell auf-

tretende Unterschiede herangeht, muB man sich Uberlegen, was
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mit den Paaren geschehen soll, deren Differenz den Wert Null
hat. In der Regel muB man davon ausgehen, daB diese Nulldif-
ferenzen infolge ungenauer Messung des an sich stetig ver-
teilten Merkmals aufgetreten sind, d. h. man k&nnte sich etwa
durch einen Miinzenwurf fiir ein Vorzeichen und damit flir eine
positive oder negative Abweichung entscheiden und etwa bei
Rangvergaben diese Werte mit einbeziehen. Die Schiilermeinung,
daB diese Nulldifferenzen nichts zur Entscheidung "besser"
cder "schlechter" beitragen und man solche Paare einfach weg-
148t, d. h. den Stichprobenumfang von n auf n' reduziert,
deckt sich mit der in der Praxis am hdufigsten angewandten
Methode der Reduzierung des Stichprobenumfanges. Sie ist aller-
dings nur angebracht, wenn nicht zu viele Nulldifferenzen vor-

liegen.

5. Die Erfahrung bei der Beurteilung von unabh&ngien Stich-
proben (siehe [43) lieB nur sehr vorsichtig die Meinung auf-
kommen, daB bei sechs positiven und zweili negativen Abweichungen
wohl der zweite Test eine hdhere Anforderung an die Konzentra-
tionsfdhigkeit stellen wird als der erste. Sofort kam aber in
der Entgegnung, daB man ja erst einmal wissen miisse, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit zwei unter den acht Stichprobenwerten
mit negativer Differenz auftreten und bei welcher Wahrschein-
lichkeit man eine signifikante Abweichung bestdtigen will;
denn bei diesen beiden Stichproben treffe zwar das Uberwiegen
der positiven Differenzen zu, aber die Aufgabe des Testens sei
es, aus diesem Ergebnis bis auf einen Fehler o¢ auf die Allge-
meingliltigkeit dieser Aussage zu schlieBen. Die Problematik,
wie vorsichtig man entscheiden will oder soll und die dazu ge-
h&renden Konsequenzen sind bei den vorher besprochenen Test -
verfahren ausfiihrlich erdrtert worden. Die Schiiler wuBten, dasB
der X-Fehler nur eine bedingte Wahrscheinlichkeit darstellt,
d. h. daB die Nullhypothese H, nur in 100e6¢ % der Fdlle ver-
worfen wird, wenn sie zutrifft, und nicht, daB der Anteil der
Fehlurteile insgesamt 100& % betrdgt. Ferner war mit den Schi-
lern schon ausfiihrlich diskutiert worden, daB man in einem sol-

chen Fall der Beurteilung von Stichproben von®= 5 % ausgeht,
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da HO weder einen theoretisch bedeutsamen Tatbestand im-
pliziert, noch von lUberragender praktischer Bedeutung oder
finanzieller Auswirkung ist, wo man als statistische Sicher-
heit 99 %, d. h. &®X = 1 % verwenden wilirde. AuBerdem war in
einer Diskussion mit den Schiilern gekldrt worden, daB der

zu prilifende Unterschied von vorneherein keine bestimmte
Richtung besitzt, d. h. ein zweiseitiger Test zu verwenden

ist.

6. Jetzt konnten die Stichproben ndher untersucht werden.

Wie bereits oben erwdhnt, war der erste Ansatzpunkt die un-
terschiedlichen Vorzeichen der Differenzen. Die Schiiler
wuBten sofort, daf jedes der beiden Vorzeichen mit der Wahr-
scheinlichkeit p = 1/2 auftreten kann. Man wird also dann
unter der Annahme, daB beide Tests gleiche Anforderungen an
die Konzentrationsfdhigkeit stellen (Nullhypothese HO),

etwa gleichviele positive wie auch negative Vorzeichen er-
warten, d. h. der Median der Differenzen hat den Wert Null.
Ist der Unterschied in der Anzahl der Vorzeichen nicht mehr
zufallsbedingt, so muB die Abweichung von der Gleichvertei-
lung mit p = 1 - p = 1/2 signifikant sein, was mit Hilfe der
zu p = 1/2 gehdrenden Binomialverteilung berechnet werden
kann. Als TestgrdBe Z verwendet man entweder die Anzahl z,
der positiven oder die Anzahl Z_ der negativen Vorzeichen,
wobei in jeder Stichprobe Z, *Z_=n gilt. Wir haben ver-
einbart, diejenige mit der kleinsten Anzahl in der Stichprobe
als PriifgrdBe zu verwenden. Ohne Schwierigkeiten erarbeiteten
die Kollegiaten, daB die Nullhypothese Hy bei n Beobachtungs-
paaren ohne Nulldifferenzen in einem zweiseitigen Test auf
dem Signifikanzniveau & genau dann abgelehnt wird, wenn fiir
das Ereignis E, daB hochstens k positive oder negative Vor-

zeichen auftreten, gilt:

P(E) = 2'53'5(Zék) = 2,3?% )( ) (%) -1

2 (3)
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Flir kleine n besteht die M8glichkeit, die Uberschreitungs-
wahrscheinlichkeit zu jeder Zahl Z = k auszurechnen und die
Grenzzahl ko zum Signifikanzniveau & zu bestimmen. Es gilt
dann, daB HO abgelehnt wird, falls Z<]<O oder N - Z» n - ko
gilt. Da nur ganzzahlige Grenzanzahlen k0 auftreten k&nnen,
kann das Signifikanzniveau & nicht voll ausgenutzt werden.
In unserem Beispiel wurden die ohne die beiden Nulldifferen-
zen verbleibenden acht Paare in der alten Reihenfolge ange-

ordnet, aber neu numeriert. Es ergab sich folgende Tabelle:

Person 1 2 3 4 5 6 7 8
Testerg.l 106 104 100 101 102 105 106 108
in %

Testerg.2 102 94 102 98 104 97 105 102
in %

Vorzeichen + + - + - + + +
der Diffe-

renz (1)-(2)

Tabelle 2
Flr die PrilifgrdBe Z_ = 2 gilt:
8 1 < 8 1+8+28 37
2+B (z€2) = =, 2_ (.): 2818 37 = 28,91 2.
0,5 7 &= i 7 128
2 i=0 2
H, kann auf dem 5 %$-Signifikanzniveau nicht abgelehnt werden.

0
Wenn man fiir unser Beispiel die Wahrscheinlichkeiten filir alle

k bestimmt, um die Grenzwahrscheinlichkeit zu erhalten, so

findet man:

.p8 =0) = .g8 £1) =
2-Bg 5 (2=0) = 0,78 ¢ 2B , (2€1) = 7,03 3
2.8% _ (2£2) = 28,91 & usw.
0,5

Flir unser Beispiel heiBt dies, daB H0 abgelehnt werden miiBte,
wenn Z<1 oder Z>7 gilt. Diese Grenzwerte sind flir bestimmte
Stichprobenldngen n und Signifikanzniveaus tabelliert, z. B.
in (6].
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Das eben beschriebene Priifverfahren wird im allgemeinen als
VORZEICHENTEST bezeichnet. Dieser ist wahrscheinlich der
dlteste Test Uberhaupt und wurde bereits 1710 von dem schot-
tischen Arzt John ARBUTHNOT zur Widerlegung der Auffassung

der Gleichhdufigkeit von Knaben- und M&dchengeburten verwen-
det, 1934 wiederentdeckt von R. A. FISHER und 1946 von DIXON
und MOOD ausfiihrlich beschrieben. Die wesentlichen Vorzlige

des Vorzeichentestes wurden mit den Schillern diskutiert: Da
der Vorzeichentest nur einen geringen rechnerischen Aufwand
verlangt (die Werte der Binomialverteilung sind tabelliert
bzw. kOnnen durch die Normalverteilung angendhert werden),
wird er hdufig als Schnelltest verwendet, zumal man auch bei
gr&sseren Stichproben schnell einen Uberblick gewinnen kann;
denn wenn bereits ein wenig effizienter Test wie der Vorzei-
chentest Signifikanz ergibt, sc kann man sich wirksamere Tests
ersparen. Der Begriff der Wirksamkeit bzw. der Effizienz eines
Tests, d. h. auf welchen Bruchteil man bei Verwendung eines fir
die Normalverteilung entwickelten Tests den Stichprobenumfang
verringern kann, um die gleiche Trennschdrfe (Glitefunktion) zu
erhalten wie bel einem verteilungsfreien Test, wurde nochmals
wiederholt. Der Vorzeichentest verlangt keine Voraussetzungen
bezlliglich der Verteilungsform der Differenzen oder {liber die
Homogenitdt der Wertepaare, d. h. in unserem Beispiel diirfen
sich die Paare in den nicht untersuchten Merkmalen wie z. B.
Alter, Geschlecht, Intelligenz etc. unterscheiden. Die Werte-
paare selbst mlissen untereinander unabhdngig sein, d. h. kei-
nes der Elemente eines Paares oder keines der Paare darf zwei-~
oder mehrmals in der Untersuchung auftreten. Der gr&B8te Vor-
teil des Vorzeichentests ist aber seine Anwendbarkeit auch dann,
wenn eine quantitative Anordnung der Paare nicht m&glich ist,
d. h. gar keine MeBwerte vorliegen, sondern nur Daten, die die
Anwendung der GrdB8exr - Kleiner - Relation innerhalb der Paare
gestatten. Falls aber MaBzahlen wie in unserem Beispiel vor-
liegen, wird nur sehr wenig von den in den MaBzahlen steckenden

Informationen ausgenutzt.

7. Wie kann man diese Informationen besser verwerten? Durch die

Vorschulung bei der Beurteilung von unabhdngigen Stichproben
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mit zwei Rangtests {(Rangsummentest und U-Test, siehe [4])
kam natiirlich der Vorschlag, die Rangpldtze der Differen-
zen zu berlicksichtigen. Da negative und positive Differen-
zen auftréten, ist eine Anordnung nur sinnvoll, wenn man den
Betrdgen der Differenzen die Rangzahlen 1 bis n zuordnet.
Ebenso wurde vorher geklédrt, daB Nulldifferenzen wieder weg-
gelassen werden und die dem Betrag nach gleichen Differenzen
einen Durchschnittsrang zugeordnet bekommen. Als Priifgr&Be S
wurde die Summe S_ der Rdnge, zu denen ein negatives Vorzei-
chen gehdrt, bzw. die Summe 5, der Ringe der positiven Vor-
zeichen vorgeschlagen. Aus der Summenformel flir die ersten n
natlirlichen Zahlen ergibt sich fir die Zahlenwerte bei jeder
Stichprobe s, t s_ = El%ill . VereinbarungsgemdB beschrinken

wir uns beim Test auf die kleinere der beiden Rangsummen.

Wie sieht nun bei der Gliltigkeit der Nullhypothese die Ver-
teilung der Priifgr88e S aus? Wie muB zur Ablehnung oder Nicht-
ablehnung von HO entschieden werden? Bis auf geringe Hinweise
entwickelten die Kollegiaten das gewlinschte Priifverfahren
selbst.

Jeder der n Rdnge kann ein positives oder negatives Vorzeichen

enthalten. Es gibt also insgesamt 2" m8gliche Vorzeichenanord-
nungen. S kann dabei alle Werte zwischen 0 und Ei%ill = r an-
nehmen, wobei wegen der Symmetrie der Binomialkoeffizienten
(i) =(rfk) fir die Anzahl der md&glichen Anordnungen mit k bzw.
r-k Vorzeichen einer Art die Verteilung von S symmetrisch um
den Erwartungswert % = Ei%ill ist. Deswegen wird man den Ab-

lehnungsbereich bei einem zweiseitigen Test aus gleich vielen

der kleinsten und der gr&B8ten Werte der Priifgr&B8e S bilden, d4.h.

bei einem Signifikanzniveau ®& liegen im Ablehnungsbereich %

kleinste bzw. % gr8Bte Werte, wenn k die nédchstkleinere ganze

Zahl von «-2" ist. Dann gilt n&mlich EE <.

In unserem Beispiel wurden zuerst die Rangplétze bestimmt. Es

ergab sich folgende Tabelle:

Person 1 2 3 4 5 6 7 8
Testerg.l 106 104 100 101 102 105 106 108
in %

Testerg.2 102 94 102 98 104 97 105 102
in %

Differenz +4 +10 -2 +3 =2 +8 +1 +6
(1) - (2)

Rangplatz 5 8 2,5 4 2,5 7 1 6
Tabelle 3

Es gibt also 28 = 256 verschiedene Anordnungen der Vorzeichen,
d. h. auf dem 5 %-Signifikanzniveau sind es bei einem zwei-
seitigen Test mit symmetrischer Anordnung wegen 0,05+256 = 12,8
hdchstens 12 M&glichkeiten, die zur Ablehnung der Nullhypothese
fihren, und zwar diejenigen, flir die S kleinste oder grdBte
Werte in der Rangsumme besitzt. Im Beispiel gilt 5, = 31 und

S_ = 5. Wir verwenden absprachegemdB S_ als Testgr&B8e und be-
stimmen nun die in Frage kommenden Rangsummen. Fiir kleine n
lassen sich diese leicht angeben, ansonsten findet man in (2]

ein Computerprogramm zu deren Bestimmung.
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Bei vorgegebenem Signifikanzniveau o soll der wirkliche Feh-
leret' hdchstens gleich % sein. Wir sehen aus Tabelle 4, daB
wir die Nullhypothese ablehnen werden, wenn die Rangsumme S_

einen der Werte 0, 1, 2, 3 bzw. 33, 34, 35, 36 annimmt. Der

" 10 .
wirkliche Fehler o' betrégt dann nur &' = 5g¢ = 3,91 %, aber
wenn man die Werte 4 bzw. 32 der Ransumme noch zum Ablehnungs-

14
bereich hinzunehmen wiirde, erhielte man dann &' = 5EE =5,47 %,

5,47 $>5 % =&. Der Test hat also auf dem 5 %-Niveau keine

grdBere Wirksamkeit als auf dem 3,91 $-Signifikanzniveau.

Da in unserem Beispiel S_ = 5 gilt, kann H, nicht verworfen
werden, d. h. auch nach diesem Test zeigt das Stichprobener-

gebnis keine signifikante Abweichung.

Genauso k&nnte man den Test mit der Uberschreitungswahrschein-
lichkeit P ausfilhren, d. h. man bestimmt die Wahrscheinlich-

keit daflir, daB §_ < 5 bzw. S_ @ 31 gilt. Dann erhdlt man mit
P =,%%€ = 7,81 % auch die Nichtablehnung von H,. Flir gr&Bere n
kann man die Grenzrangsummen aus Tabellen wie z. B. in 5] ab~

lesen.

Der mit den Schiilern hergeleitete Test wurde 1945 erstmals von
WILCOXON angegeben und trdgt in der englischsprachigen Litera-
tur den Namen "Wilcoxon-matched-pairs-signed-rank-test". Die in
der deutschsprachigen Literatur meist gebrauchte Ubersetzung
"Wilcoxons-Vorzeichen-Rang-Test" scheint die richtigere zu sein
im Vergleich zu der auch mdglichen Ubersetzung als "Wilcoxons-
Rang-Vorzeichen-Test", da es sich ja mehr um einen Rang- bzw.
Rangsummentest handelt als um einen mit Rangzahlen gewichteten
Vorzeichentest. Die Anwendung des Testverfahrens setzt voraus,
daB die Differenzen unabhingige, symmetrisch und stetig verteil-

te ZufallsgrdBen sind, was im Beispiel erflillt war.

8. Die Schiiler bemerkten sehr richtig, daB die Betragsunterschie-
de zwischen den einzelnen Rangplitzen nicht gleichmdBig sind.
K&nnte nicht auch die absolute GrdBe der Differenzen bei der Ent-

scheidungsfindung herangezogen werden? Wie mifte ein einfacher
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Test aussehen, der diese Betrdge nach ihrem Wert berlicksich-
tigt? Ein Kollegiat schlug vor, die Betrdge zu verwenden und
dann genauso zu verfahren wie bei Vorzeichen-Rang-Test. Ein
anderer bezweifelte, ob dann das gleiche Entscheidungsverfah-
ren wie vorher beibehalten werden k&nnte. Damit war der Weg

fiir das ndchste Testverfahren bereits vorgezeichnet: Es soll-
ten die Vorzeichen nicht mit Rangplédtzen, sondern direkt mit
den numerischen Werten der Differenzen gewichtet werden. Wir
wuBten wieder, daB bei n Paaren 2™ Differenzen mit unterschied-
lichen Vorzeichen m8glich und gleichwahrscheinlich sind. Als

Testgr&Be S bot sich dabei die Summe der Differenzen an, d. h.
n

S = :E: di. Bildet man fir alle 2" Vorzeichenkombinationen der
i=1

n Differenzen diese algebraische Summe, so erhdlt man die Ver-

teilung der TestgrdBe S.

Ein Testverfahren, das zu diesen Uberlegungen paBte, wurde
1936 von R. A. FISHER angegeben und 1937 von E. J. G. PITMAN
vervollstdndigt. Dieser Randomisierungstest von FISHER ist ein
sogenannter "bedingter" Test, weil er auf der Voraussetzung
beruht, daB die vorliegende Stichprobe ein genaues Abbild der
zugehdrigen Grundgesamtheit ist. Damit ist klar, daB die Prif-
grdBe nicht so wie bei Rangtests flir bestimmte Stichprobenum-
fdnge tabelliert werden kann, weil sich die Verteilung von 8

von Stichprobe zu Stichprobe dndert.

Nach FISHER werden wir HO ablehneﬁ, wenn sich die Priifgr&Be S
unter den 5 % "Randwerten" der Priifverteilung befindet oder wenn
die Uberschreitungswahrscheinlichkeit P der beobachteten Test-
gréBe S unter 5 % liegt. Ist zq die Anzahl der Werte, die groéBer
{kleiner) als der beobachtete S-Wert sind, und z, die Zahl der
Werte, die gleich dem beobachteten S-Wert sind, so folgt nach
dem Vorschlag von FISHER fiir den zweigseitigen Test eine Ableh~

e Z.+2Z
nung der Nullhypothese H falls P = L1 "2 <Ze&t gilt.

r
0 P
Flir unser Beispiel bestimmen wir nach der folgenden Tabelle 5
die Randwerte der Priifverteilung von S. Dazu sind der Ubersicht-

lichkeit halber die Betrdge der Differenzen der GrdBe nach ge-
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ordnet. Der symmetrische Anteil kleinster S-Werte wurde weg-

gelassen.

s
10 8 6 4 3 2 2 1 36
10 8 6 4 3 2 2 -1 34
10 8 6 4 3 2 =2 1 32
10 8 6 4 3 -2 2 1 32
10 8 6 4 3 2 -2 -1 30
10 8 6 4 3 -2 2 -1 30
10 8 6 4 -3 2 2 1 30
10 8 6 4 -3 2 2 -1 28
10 8 6 4 3 -2 -2 1 28
10 8 6 -4 3 2 2 1 28
10 8 6 4 3 -2 -2 -1 26
Tabelle 5
o . 2¢743
In unserem Beispiel betrdgt § = 28, d. h. wegen P = “5gp= =

= 6,64 % kann HO nicht abgelehnt werden.

9. Von besonderer Wichtigkeit ist es, nach der Ausfilihrung
dieser Tests Ulber die Verteilung der Differenzen nochmals
auf die Unterschiede und die Anwendungsmdglichkeiten einzu-
gehen. Da dies schon wdhrend der Herleitung der Testverfah-
ren immer wieder geschehen ist, sollen deshalb nur noch

einige wesentliche Punkte erwdhnt werden.

(a) Der Vorzeichentest nimmt nur auf das Vorzeichen der MeB-
wertdifferenzen Bezug und priift, ob die Zahl der positiven
Vorzeichen mit der der negativen lbereinstimmt oder nicht,

d. h. der Vorzeichentest spricht allein auf den Median der
Differenzverteilung und somit auf den Unterschied der Median-
werte der beiden abhdngigen Stichproben an. Die Vorzeichen
werden also alle mit dem Wert 1 gewichtet. Sind AusreiBer-
differenzen zu erwarten und will man diesen Tatbestand nicht
stdrker beriicksichtigen, so empfiehlt sich der Vorzeichentest,
da AusreiBer zwar den Durchschnitt, aber nicht den Median der

Differenzenverteilung beeinflussen.

(b) Der Randomisierungstest von FISHER stellt gewissermaBen den
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anderen Extremfall dar. Er geht von der algebraischen Summe
der MeBwertdifferenzen, d. h. dem n-fachen des Durchschnittes
aus und priift nach, ob dieser in signifikanter Weise vom Er-
wartungswert Null abweicht. Die Vorzeichen werden mit den nu-
merischen Gr&Ben der zugehOrigen Differenzen gewichtet und
erst dann zur PriifgrdBe S addiert, d. h. der Test von FISHER
spricht besonders gut den Unterschied der Durchschnitte der
beiden abhdngigen Stichproben an, Ausreifiler werden entsprech-

end stark gewichtet.

(c) Der Vorzeichen-Rang-Test von WILCOXON nimmt zwischen den
beiden schon angesprochenen Testverfahren eine vermittelnde
Stellung ein. Zwar werden auch hier die Vorzeichen gewogen,
ehe sie zur PrifgrdBe aufaddiert werden, aber nicht mit den
numerischen Werten der Differenzen, sondern mit ihren Rang-
zahlen, d. h. der Vorzeichen-Rang-Test wird auf einen Aspekt
der Lageverteilung der Differenzen ansprechen, der, falls es
solch einen Parameter geben wilirde, zwischen Median und Durch-
schnitt der Differenzverteilung liegen miiBte. Auch bei Aus-
reiBerdifferenzen nimmt der Vorzeichen-Rang-Test eine Mittel-
stellung ein, da er weder alle Differenzen gleichgewichtig
macht, noch den AusreiBiern ein verhdltnism&dBig groBes Gewicht

gibt.

(d) Der Begriff der Wirksamkeit eines Testverfahrens und der
asymptotischen Wirksamkeit wurde schon mehrmals angesprochen.
Flir die drei besprochenen Testverfahren sind in [71 die asym-
ptotischen Wirksamkeiten (flir groBe n) hergeleitet, ndmlich fiir
den Vorzeichentest 64 %, flir den Vorzeichen-Rang-Test 95 % und
fiir den Randomisierungstest von FISHER 100 %. Diese angegebe-
nen Wirksamkeiten beziehen sich natiirlich nur auf solche Bei-
spiele, in denen eine Normalverteilung vorliegt und Students
t-Test angewendet werden kann. In unserem Beispiel war filir die
Differenzen sicher keine Normalverteilung erkennbar, so daB der
t-Test unter Umstdnden sogar von geringerer Wirksamkeit wére

und ein falsches Ergebnis liefern wlirde.
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10. Mit einem Beispiel, das im Vorzeichentest nicht, im Vor-
zeichen-Rang-Test auf dem 5 %-Niveau Signifikanz zeigt,
wurde die Besprechung der Testverfahren abgeschlossen.
Beispiel: In einem Labor werden n = 9 Proben aus einer
Mlilldeponie auf einen ganz bestimmten Schadstoff hin mit
Hilfe von zwei unterschiedlichen Verfahren Uberprlift und

der Anteilin Promille angegeben. Auf dem 5 %$-Signifikanz-
niveau soll Uberpriift werden, ob beide Verfahren im Mittel

die gleichen MeBwerte liefern.

Probe 1 2 3 4 5 6 7 8 9

MeBerg.1l 3,1 2,8 3,5 2,9 3,1 3,5 2,9 3,5 3,4
in %

MefBerg.?2 3,0 2,9 3,4 3,1 3,2 3,1 2,7 3,3 3,2
in %

Tabelle 6
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