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Zusammenfassung:

Alan Kimber untersucht in seinem Beitrag ein stochastisches Modell zur Ver-
breitung von Geriichten oder Neuigkeiten in einer Gemeinschaft: behandelt
wird ein Markov-Prozefl, dessen mathematische Einzelheiten sicherlich zu
kompliziert sind fir die meisten Schiiler. Im wesentlichen ist es jedoch ein
einfaches Modell, das die Anwendung elementarer Methoden wie Baumdia-
gramme oder kleiner Simulationen erlaubt. Dariiberhinaus ist das Thema -
Statistik angewendet auf das soziale Verhalten "richtiger Menschen” - fiir die
meisten Schiiler interessanter als die iiblichen Anwendungsbeispiele wie
Miinzwurf und Wiirfelwurf.

Das Modell

Wir nehmen an, die uns interessierende Gemeinschaft besteht aus N+1 In-
dividuen; wihrend das Geriicht in Umlauf ist, kommt niemand hinzu oder
verldfit die Gemeinschaft. Wir unterscheiden dabei drei verschiedene Typen
von Individuen: soiche, die das Geriicht nicht gehdrt haben (Ignoranten); sol-
che, die es weitererzéhlen (Klatschbasen), und solche, die es horen, aber nicht
weiter verbreiten (Unterdriicker).

Das Geriicht befindet sich im Zustand (x,y), wenn es genau x Ignoranten und y
Klatschbasen gibt. (Die Anzah! der Unterdriicker ist dann N+1-x-y.) Wenn ein
Ignorant eine Klatschbase trifft, hort der Ignorant das Geriicht und - erfreut
liber die aufregende Neuigkeit - wird er ebenfalls zur Klatschbase. Es findet al-

50 ein fJbergang vom Zustand (x,y) in den Zustand (x-1,y+1) statt, was mit

-31-


Franziska Kahler
Textfeld
Stochastik in der Schule 10 (1990), Heft 2


(xy) = (x-Ly+1)

bezeichnet werden soll. Wenn eine Klatschbase einen Unterdriicker trifft, dann
erzdhlt die Klatschbase diesem das Geriicht, das der Unterdriicker natiirlich
schon kennt. Die Klatschbase hat dann den Eindruck, daf die Geschichte schon
allgemein bekannt ist, und damit man nicht von ihr glaubt, sie wiirde Neuigkei-
ten von gestern verbreiten, wird sie zum Unterdriicker. Es handelt sich somit

um einen chrgang
(*y) > (% y-1) -

Wenn sich zwei Klatschbasen treffen, dann stellt jede fest, daB die andere das
Gerticht schon kennt. Beide Klatschbasen wollen jedoch "cool" erscheinen und
darum werden sie zu Unterdnickern. Somit folgt

(xr)’) - (X, Y’Z) .

Bei den librigen méglichen Treffen (Ignorant - Ignorant, Ignorant - Unterdriik-
ker, Unterdriicker - Unterdriicker) dndert sich der Zustand des Geriichtes nicht.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB der Proze$ im Zustand (N,1) be-

ginnt, d.h. es gibt eine einzige Klatschbase und N Ignoranten. Der ProzeB en- -

det, wenn es keine Klatschbasen mehr gibt oder wenn keine Ignoranten mehr
Ubrig sind.

Wichtig sind jetzt die Annahme beziiglich der stochastischen Struktur des Mo-
dells. Wir gehen davon aus, dafl die Gemeinschaft eine homogene Mischung
ist, d.h. jedes Individuum unterhdlt sich mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
mit irgendeinem der iibrigen N Mitglieder der Gemeinschaft; auferdem sollen
alle Unterhaltungen unabhingig voneinander stattfinden.

Wenn der Prozef} sich im Zustand (x,y) befindet, gibt es xy verschiedene mog-
liche Treffen zwischen einem Ignoranten und einer Klatschbase, y(N+1-x-y)
verschieden mdgliche Treffen zwischen einer Klatschbase und einem Unter-
driicker, auflerdem y(y-1)/2 verschiedene mégliche Treffen zweier Klatschba-

sen. Alle diese Treffen sind gleich wahrscheinlich; falls also ein Ubergang von
(x,y) aus stattfindet, dann fiihrt er in den Zustand (x-1,y+1) mit der Wahr-
scheinlichkeit
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Xy _ X
xy + yN+1-x-9)+ y(y-1)22  N-(y-1/2

pl(x’}') =

Auf dhnliche Weise erhilt man die anderen beiden Ubergangswahrschein-
lichkeiten als

_ Ntlxy
po(xy) = N-gD2
und
(5) = (y-1)12
P\ = Nz

Es handelt sich somit hierbei um einen Markov-ProzeB, bei dem der néchste
Zustand lediglich vom momentanen Zustand des Prozesses abhingt und nicht
davon, wie er dorthingelangt ist.

Wie viele Personen héren das Gerlicht iberhaupt nicht?

In der Praxis kann ein Geriicht wihrend seines Umlaufs in der Gemeinschaft
natiirlich nicht beobachtet werden - schon der Versuch verindert den ProzeB.
Jedoch ist es oft méglich, etwas dariiber zu erfahren, wieviele Mitglieder der
Gemeinschaft nie von dem Geriicht erfahren. ErfahrungsgemsiB gibt es immer
einige wenige Leute, die z.B. nichts von einer spontanen Einladung erfahren.
Es ist daher interessant zu untersuchen, wie sich das Modell in dieser Bezie-
hung verhilt. '

Eine Médglichkeit, dieses Problem zu l6sen, bietet die Untersuchung anhand
eines Baumdiagramms, um auf diese Weise die Verteilung der Anzahl Igno-
ranten zu bestimmen, die schliefilich iibrigbleiben. Als Beispiel wurde der Fall
N =3 in Bild 1 skizziert:
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Bild 1: Baumdiagramm fir N =3 .

Die angegebenen Wahrscheinlichkeiten werden aus den Ubergangswahrschein-
lichkeiten pl(x,y) , pz(x,y) und p3(x,y) berechnet. In diesem Fall endet das Ge-

richt schlieBlich mit Wahrscheinlichkeit 1/5 mit zwei Ignoranten, mit Wahr-

scheinlichkeit (4/5)-(1/2)-(2/3) = 4/15 mit einem Ignoranten, und mit einer
Wahrscheinlichkeit von 8/15 erfahren alle drei Personen das Geriicht. Diese
Methode kann prinzipiell fiir jedes N angewendet werden, ist jedoch in der
Praxis nur fiir kleine N machbar. Es ist mdglich, eine Rekurrenzformel auf-
zustellen, um daraus die Verteilung der Anzah!l der Ignoranten fiir jedes N zu
bestimmen; flir Anfinger ist dieser Vorschlag jedoch nicht geeignet. Eine Al-
ternative bieten Simulationsverfahren, um die interessierenden GréBen zu
schétzen. Mit Hilfe eines Computers mit Zufallszahlengenerator kann ein Pro-
gramm mit folgendem Ablauf aufgestellt werden: fiir festes N nimmt man an,

der Prozef befinde sich im Zustand (x,y). Man erzeugt eine Zufallszahl u aus .

einer Rechteckverteilung auf dem Intervail [0,1], und demgeméB findet der

Ubergang statt:

xy) - (x-1,y+1) falls u< pl(x,y)
(xy) = (x,y-1) falls pl(x,y) su< pl(x,y) + pz(x,y)
(%y) > (x,y-2) falls py(xy) +py(x,y)<u .

Es werden solange Zufallszahlen erzeugt und die entsprechenden Uberginge
durchgefiihrt, bis das Geriiht endet (d.h. x=0 oder y=0). Ausgangspunkt ist da-
bei der Zustand (N-1,2), denn ein Gertlicht im Zustand (N,1) erreicht als néch-
stes notwendigerweise den Zustand (N-1,2). Am Ende des simulierten Gerichts
wird die Anzahl x der verbliebenen Ignoranten notiert, und nach wiederholter
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Durchfiihrung dieser Prozedur erhélt man schiieBlich ein Bild dafiir, wie die
Verteilung der Anzahl Ignoranten am Ende des Gertichts aussieht.

Bild 2 zeigt ein Stabdiagramm fiir die Anzahl der verbliebenen Ignoranten bei
N = 19, erstellt auf der Grundlage von 200 Simulationsldufen. Es ist dabei ty-
pisch, dafl die Verteilung rechtsschief ist mit einem Mittelwert von ungeféhr
0.2N, eine betrichtliche Variabilitdt aufweist und eine Art "Signal” im Punkt
N-1 (hier 18) besitzt.
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Bild 2: Stabdiagramm fiir die Anzahl der verbliebenen Ignoranten
bei N = 19 auf der Grundlage von 200 Simulationsliufen.

Falls die Computer-Simulation nicht durchfiihrbar ist, kann ein einfaches
"Biélle-in-der-Tasche"-Verfahren angewendet werden. Dazu wird eine un-
durchsichtige Tasche bendtigt und 3N Bille gleicher GréBe, von denen N-1
eine Farbe (z.B. griin) haben sollen, um die Ignoranten zu reprisentieren, N+1
eine andere Farbe (etwa rot), um die Klatschbasen darzusteilen, die {ibrigen
schliefilich eine dritte Farbe (blau), um die Unterdriicker zu représentieren.
Diese Art der Simulation geht natiirlich ausgesprochen langsam vor sich. Man
beginnt mit N-1 griinen und zwei roten Billen in der Tasche. Der Inhalt wird
gemischt, dann werden zwei Bille gezogen. Wenn sie griin und rot sind, wer-
den sie durch zwei rote ersetzt. Wenn sie rot und blau sind oder zwei rote ge-
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zogen werden, kommen stattdessen zwei blaue in die Tasche. Bei jeder anderen
Kombination werden die Bille unverdndert zuriickgelegt. Der Tascheninhalt
muf} jedesmal gemischt werden, und die Prozedur wird fortgefiiht, bis alle N-1
griinen Bille aus der Tasche herausgezogen wurden, so daf keine Ignoranten
mehr {ibrig sind, oder bis keiner der N+1 roten Bille mehr in der Tasche ist,

was bedeutet, daB keine Klatschbasen mehr da sind. Die Anzahl griiner Bélle in -

der Tasche ist dann die Anzahl der Ignoranten, die nie von dem Geriicht héren.
Durch Wiederholung dieser Prozedur erhilt man schlieflich einen Schitzer fiir
die Anzahl der Ignoranten am Ende des Gertichts.

Diskussion:

Einer der Vorteile des behandelten Modells ist es, daBl einige der Annahmen
modifiziert werden kénnen, ohne dafl die Analysemethoden grundlegend ge-
dndert werden miifiten.

Bei der Diskussion des Modells mit Schiilern war der hiufigste Verbesserungs-

vorschlag der folgende, bei dem der Ubergang beim Treffen zweier Klatschba-
sen gedndert wird von

xy) > (xy-2)
Zu
(X,)’) > (X,y-l) ’

so daf} vielleicht nur die erste Klatschbase, die das Geriicht ins Gesprich bringt,
zum Unterdnicker wird, wihrend die andere eine Klatschbase bleibt. Dies hat
den Effekt, da3 die mittlere Anzahl verbleibender Ignoranten von 20% auf etwa
13,5% sinkt.

Ein anderer hdufig gemachter Vorschlag besagt, die Ausgangsbedingungen zu
dndem: vielleicht wird der Proze durch mehr als eine Person in Gang gesetzt,
oder vielleicht gibt es Individuen, die das Geriicht von Anfang an nicht weiter-
verbreiten wollen. Dies kann berticksichtigt werden, indem man eine abge-
schlossene Gemeinschaft mit N+j+k Individuen betrachtet mit passenden Wer-
ten fiir j und k (j = 1 und k = O liefern das urspriingliche Modell); der Proze3
startet dann im Zustand (N,)).
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Man kann in die Untersuchung den Gedanken einbeziehen, daf3 die Individuen
des Modells keine Individuen im {iblichen Sinne sein miissen. Wenn es sich
beispielsweise um eine Schulklasse handelt, gibt es oft "unzertrennliche
Freunde". In diesem Fall kénnen die Individuen des Modells Mischungen aus
einzelnen Schiilern und aus Cliquen sein, die zusammen umbherlaufen und sich
im wesentlichen wie eine Person verhalten. Dieses Beispiel soll zeigen, daB die
Annahmen beziiglich der Kommunikation in der Gemeinschaft nicht ganz so
restriktiv sind, wie sie auf den ersten Blick scheinen.

Zusammenfassend Bt sich festhalten, dal das Modell einige schéne Eigen-
schaften zur Verwendung im Unterricht besitzt. Es sind nur Grundkenntnisse
der Wahrscheinlichkeitsrechnung erforderlich. AuBerdem ist eine betrichtliche
Flexibilitit in den zugrundegelegten Annahmen vorhanden, so daf das Modell
leicht verdndert werden kann, ohne die Analyse zu komplizieren; es bietet so-
mit viel Stoff fiir weitergehende Untersuchungen.
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