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ZUR SIMULATION MIT ZUFALLSZIFFERN
IM MATHEMATIKUNTERRICHT
DER SEKUNDARSTUFE I

von Heinz Trauerstein

ZDM-Klassifikation: K 43, R 43

1. Vorbemerkungen

Die Sfrulation mit Zufallsziffern, hiufig auch als Monte Carlo Methode be-
zeich@1, hat sich in den letzten Jahrzehnten zu einem fast universell einsetzba-
ren V%iahren entwickelt, das vor allem in den Naturwissenschafien, Sozialwis-
senschiten und den Wirtschaftwissenschaften immer breitere Anwendung fin-
det (vg_l. Komarnicki 1980, Kriiger 1975, Sobol 1985, Biehler 1989). Der Ein-
satz d®ser Methoden ist natiirlich eng mit der rasanten Entwicklung der Com-
puterl%_?: inologie verbunden.

Im M_%l ematikunterricht der Sek. [ wird die Simulation von Zufallsversuchen
meist Zar nicht behandell, allenfalls wenn im Zusammenhang mit der relativen
Haufigk it lingere Versuchreihen durchgefiihrt werden. Auch in den Unter-
richls&e rken der Sek. II wird dieses Thema nur selten angesprochen, und dann
ohne &chten Bezug zu den anderen Inhalten des Stochastikunterrichts.

o

Ich migjiie, daB die Simulation mit Zufallsziffern relativ elementare Methoden
bereifs®|lt, mit denen die verschiedenartigsten stochastischen Problemel) bear-
beitet@rden kénnen, und daf der lehrgangsbegleitende Einsatz dieser Verfah-
ren néue Moglichkeiten fiir den Stochastikunterricht erdffnet.

Man kann die Simulation schon relativ friih im Unterricht einfiihren, da nur
einige e ementare Begriffe aus der beschreibenden Statistik, wie z.B. Haufig-
keit, Haufigkeitsverteilung und arithmetisches Mittel, vorausgesetzt werden
miissen. Damil knnen gleich zu Beginn fiir die Schiiler interessante, typische
stochastische Fragestellungen behandelt werden, wie z.B. das in Abschnitt 3.1
beschrie yene RebhuhnschieBen.

Im folgenden mdchte ich einige Argumente fiir den Einsatz der Monte Carlo
Methode im MU der Sek. I anfiihren. Dabei sollte die Simulation zunéichst an-
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hand von Tabellen mit Zufallsziffern durchgefiihrt werden und erst im An-
schluB daran mit programmierbaren Taschenrechnern oder Kleincomputern.

2. Griinde fiir die Behandlung der Simulation im Unterricht

(1) Die grundlegende Bedeutung der Modellbildung wird bei der Simulation mit
Zufallsgeriiten oder Tabellen von Zufallsziffern deutlich herausgestellt und
unmittelbar einsichtig. Auch bei der analytischen L8sung sind Modellannah-
men erforderlich, sie werden nur implizit gemacht und sind dem Schiiler
hdufig gar nicht bewuBt. Das kann leicht zur Benutzung einer unpassenden
Formel oder zur Anwendung eines ungeeigneten statistischen Verfahrens
fiihren.

Um einen Vorgang zu simulieren, muB man sich klar werden, welche Ver-
einfachungen man vornimmt, und an welcher Stelle und wie der Zufall dort
eine Rolle spielt. Man wird sich der Problematik bewuBt, ein Modell zu
konstruieren, das einerseits iibersichtlich und einfach zu handhaben sein soll
und andererseits aber auch die meist sehr komplexe Situation in der Realitiit
moglichst genau widerspiegeln soll.

Stimmen die Ergebnisse dann méglicherweise nicht mit der Realitit iiberein,
so weill der Schiiler, daB8 nicht die mathematischen Berechnungen oder der
SimulationsprozeB falsch waren, sondern daB die Modellannahmen nicht zu-
treffen und das Modell in dieser Form nicht zur Beschreibung und Vorhersa-
ge der Realitit geeignet ist.

(2) Bei der Simulation erlebt der Schiiler die UnregelmaBigkeit und Unvorher-
sagbarkeit des Zufalls unmittelbar. Er erfihrt, dal trotzdem gewisse "Gesetz-
méBigkeiten" anzutreffen sind, und lernt den besonderen Charakter von
Wahrscheinlichkeitsaussagen kennen.

(3) Die Simulation liefert den Erfahrungshintergrund fiir wichtige Begriffsbil-
dungen. Dabei méchte ich nicht nur die relative Hiufigkeit und die Wahr-
scheinlichkeit erwihnen, sondern vor allem auf Begriffe wie Vertrauensin-
tervall, Irrtumswahrscheinlichkeit und verschiedene Stichprobenverteilun-
gen hinweisen,
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(4) Die Simulation und die analytische Losung eines Problems sollten einander
nicht ausschlieBen. Ich glaube, daB die Simulationsversuche zum besseren
Verstindnis der Situation beitragen und héufig erst einen Zugang zur analy-
tischen Behandlung des Problems erdffnen. Im Vergleich mit der Simulation
zeigt sich dann die Eleganz des analytischen Verfahrens um so deutlicher.
Andererseits kann eine analytische Ldsung, bei der man sich nicht ganz si-
cher ist, durch eine Computersimulation tiberpriift werden.

(5) Die Simulation mit Tabellen von Zufallsziffern oder Zufallsgeriten bietet die
Méglichkeiten zur Gruppenarbeit im Unterricht. Dabei kénnen die Gruppen
verschiedene Simulationstechniken benutzen oder sogar unterschiedliche
Modellannahmen machen, so daB den einzelnen Gruppen durchaus ein
Handlungsspielraum bleibt. Beim Vergleich der Ergebnisse wird der Stich-
probenfehler sichtbar, und eine zusammenfassende Schitzung, auf der ge-
meinsamen Basis aller Gruppen, bietet sich an.

(6) Dabei kann der Bezug zur beschreibenden Statistik hergestellt werden.
Hiufigkeitsverteilungen kénnen dargestellt und ihre Kennwerte berechnet
werden. Dazu eignen sich vor allem auch einfache Techniken der EDA
(Explorative Datenanalyse), wie z.B. das Stengel-und-Blatt-Schaubild und
die 5 Zahlenzusammenfassung.

3. Beispiele fiir die Simulation mit Zufallsziffern

Die folgenden Beispielaufgaben habe ich in der Lehrerausbildung und teilweise
auch bei gelegentlichen Unterrichtsversuchen in der Schule benutzt. Sie sollen
die Behandlung der Simulation im Unterricht verdeutlichen.

3.1 Beispiel RebhuhnschieBen

10 Jiger warten bei einer Treibjagd im Hinterhalt. Plétzlich fliegen 10 Reb-
hihner auf. Jeder Jiger wihlt spontan ein Rebhuhn aus - zielt - und trifft.
Wieviel Rebhiihner werden vermutlich erlegt?

Diese Sachsituation (vgl. Engel 1973, S. 70) eignet sich nach meinen Erfah-
rungen gut als Einstieg in den Problemkreis. Es ist véllig ungewiB, wieviele
Rebhiihner erlegt werden. Man weif8 nur, dafl es mindestens eins sein muB und
bestenfalls allle zehn getroffen werden. Die Schiiler vermuten, daB alle mégli-
chen Werte die gleiche Chance haben oder dafl der wahrscheinlichste Wert in

L,

der Mitte zwischen 1 und 10 liegt, also bei 5 oder 6 erlegten Rebhiihnern.

Das RebhuhnschieBen 138t sich relativ leicht unblutig nachspielen, wenn man
erkannt hat, daB die Anzahl der getroffenen Rebhiihner von der zufillig ge-
troffenen Wahl der einzelnen Jéger bei ihrem Schuf§ abhéngt.

Der Vorgang in der Realitil: "Jeder der 10 Jiger wihlt zufillig eins von den 10
Rebhihnern aus", kann in unterschiedlichen Modellen simuliert werden.
Maégliche Modelle sind:

1. Jede von 10 Personen wihlt "zufillig" eine Zahl aus dem Bereich {1,265
10}.

2. Zehnmaliges Werfen eines "Zcehnerwiirfels". (Damit ist ein Ikosaeder ge-
meint, dessen 20 Flichen mit den Ziffern 0 bis 9 beschriftet sind. Jede Zif-
fer ist 2mal vertreten. Diese "Wiirfel" gibl es im Spielwarenhandel.)

3. Zehnmaliges Ziehen mit Zuriicklegen aus einer Urne mit den Kugeln 1 bis
10.

4. Auswahl eines "Zehnerblocks" aus einer Tabelle mit Zufallsziffern (siche
Anhang). Die Ziffer 0 entspricht dann Rebhuhn Nr. 10.

Bei der Konstruktion und Auswahl von Modellen sollte man besonderes
Augenmerk auf die dabei angenommenen Vereinfachungen und Idealisierun-
gen der realen Gegebenheiten legen. Diese héufig nur implizit gemachten Vor-
ausseizungen gilt es herauszuarbeiten und als Modellannahmen fiir die Simu-
lation festzuhalten.

Bei der Rebhuhnaufgabe sind das neben der 100prozentigen Trefisicherheit der
Schiitzen, die durch die Aufgabenstellung vorgegeben ist, vor allem die folgen-
den Annahmen:

(1) Alle Jager wahlen ihr Rebhuhn unabhingig voneinander aus. Dies bedeutet
u.a., dal} keine vorherige Absprache unter den Jigern erfolgt und daB kein
Jager so spit schieBt, daB er erkennen kann, ob ein Rebhuhn bereits von
einem anderen Jiger getroffen wurde,
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(2) Alle Jager wahlen ihr Rebhuhn rein zufillig aus, so daf jedes Rebhuhn die
gleiche "Chance" hat, getroffen zu werden bzw. zu iiberleben. Das heifit
z.B., daB kein Rebhuhn besonders auffillig ist und dadurch die Aufmerk-
samkeit der Jager auf sich lenkt.

Diese beiden Modellannahmen werden bei der Simulation im 2., 3. und 4. Mo-
dell gemacht, wihrend beim 1. Modell die Annahme (2) nicht erfiillt zu sein
braucht. Das hingt davon ab, wie die einzelnen Personen ihre Zahl auswéhlen.
Wenn jeder die Zahl aufschreibt, die ihm gerade "zufillig" in den Sinn kormimt,
dann erhalten wir keine Zufallszahlen. Bei Experimenten mit Schiilern und Stu-
denten hat sich ndmlich immer wieder gezeigt, dafl ungerade Zahlen viel hiu-
figer auftreten als gerade und daf fast immer die Zahl 7 am hiufigsten gewdhlt
wird, dicht gefolgt von der Zahl 3.

Das 1. Modell ist wegen dieser Eigenschaften nicht von vornherein als ungeeig-
net anzusehen, es wird jedoch ein anderes Ergebnis liefern als das 2., 3. und 4,
Modell, wenn man hinreichend viele Simulationen durchfiihrt. Welches Modell
nun der Wirklichkeit am ehesten entspricht, 188t sich nur durch genaue Beo-
bachtung und Analyse der realen Situation entscheiden. Fiir den Mathematikun-
terricht ist es wichtig zu wissen, daB die gefundenen Resultate nur unter den je-
weils gemachten Modellannahmen gelten und, gegebenenfalls herauszuarbei-

ten, wie sich eine Anderung der Modellparameter auf die Ergebnisse auswirkt.

Nachfolgend seien 10 Simulationen im 4. Modell zur Demonstration des Ver-
fahrens durchgefiihrt:

Realitdt: Jeder der 10 J3- | Getroffene Reb-| Anzahl der getr.
ger wihlt eins von| hiihner Rebh.
10 Rebh. aus
Modell: 10-er Block aus | aufiretende Zif- | Anz. der versch. .
der Tab. mit Zu- | fern Ziffern ’
fallsziffern
-

1) 06984 32938 0234689 7
2) 34194 22777 123479 6
3) 55646 04442 02456 3
4) 29705 32254 0234579 7
5) 52478 79824 245789 6
6) 22971 87388 . 6
7 70130 59498 8
8) 51501 29227 6
9) 82468 40908 6
10) 26425 34045 6

Bei der 1. Simulation iiberleben die mit den Ziffern 1, 5 und 7 bezeichneten
Rebhiihner, wihrend die Rebhiihner 3, 8 und 9 jeweils zweimal getroffen wer-
den. Wir kénnen das Ergebnis in der folgenden Tabelle zusammenfassen:

Hdaufigkeitsverteilung

Anzahld.erlegten| 1| 2| 3| 4| 5| 6] 7| 8| 9| 10
Rebh.

Haufigkeitbei 10 | 0| 0| 0| O] 1| 6] 2| 1| O O
Versuchen

arithm. Mittel = 6.3 Rebh. pro Versuch

Wenn man die Simulation in einer Klasse in Partnerarbeit ausfiihren l43t,
kommt man leicht auf 100 Versuche oder mehr. Es muf} natiirlich darauf ge-
achtet werden, daB alle Schiiler ihre Zehnerblécke an verschiedenen Stellen der
Tabelle entnehmen. :

Anz.dererleg{ 1| 2( 3| 4| 5| 6|7 | 8|9 10
ten Rebh.
Haufigkeit bei| 0| 0| 0| 2| 16| 35| 36| 9| 2| 0
100 Vers.

arithm. Mittel = 6.4 Rebh. pro Versuch

Wie genau - oder besser wie ungenau - ist dieser Mittelwert von 6.4 erlegten
Rebhiihnern aufgrund einer Stichprobe von 100 Simulationen? Das 95%-
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Vertravensintervall fiir das arithmetische Mittel der Grundgesamtheit ist hier

6,4 = 0,2.2) Das bedeutet, daB das "wahre" arithmetische Mittel mit 95%-iger
Wahrscheinlichkeit im Intervall [6,2;6,6] liegt. Beim Rebhuhnschiefen ldft

sich dieser theoretisch zu erwartende Wert leicht berechnen, da die Uberle-
benswahrscheinlichkeit fiir jedes Rebhuhn (9/10)10 = 0,349 betrdgt. Der Er-
wartungwert ist dann 10 - (1 - 0,349) = 6,51 erlegte Rebhiihner pro Versuch.

Man sollte die mangelhafte Genauigkeit bei der Simulation nicht iiberbewer-
ten, sondemn bedenken, daB die relativ willkiirlichen Festlegungen bei den Mo-
dellannahmen das Ergebnis meist noch stirker beeintrichtigen. So tduscht ein
theoretischer Wert, der auf 2 Stellen nach dem Komma genau angegeben wird,
eine scheinbare Genauigkeit vor, die fiir die Realsituation bedeutungslos ist.

Eine geringfiigige Anderung der Modellannahme (1) etwa beeinfluft das Er-
gebnis schon betrdchtlich. Wenn nur 9 der 10 Jiger gleichzeitig schieflen und
der letzte Jiger kurz darauf auf ein bisher noch nicht getroffenes Rebhuhn zielt,
dann steigt der Erwartungswert fiir die erlegten Rebhiihner von 6,51 auf 7,13
an.

Oder wenn unter Verdnderung von Modellannahme (2) nur 2 Rebhiihner etwas
auffdlliger sind, als die anderen, so daB die Jager sie mit einer Wahrscheinlich-
keit von 2/12 auswihlen, wahrend die iibrigen 8 mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1/12 gewidhlt werden, dann sinkt der Erwartungswert fiir die erlegten Reb-
hihner von 6,51 auf 6,33

Die Simulation mit Hilfe von Tabellen von Zufallsziffern liefert zwar nur grobe
Schitzwerte, sie ist aber fiir das Verstindnis der Monte Carlo Methode von
grundlegender Bedeutung. Will man die Genauigkeit der Ergebnisse durch
noch mehr Simulationen erhdhen, so bietet sich der Computcrcinsil,tz geradezu

an.

Ein programmierbarer Taschenrechner reicht aus, um anhand eines einfachen
Basicprogramms 1000 oder mehr Simulationen durchzufiihren. Das Programm
ist im Anhang wiedergegeben.3) In Zeile 30 kann die Anzahl der Rebhiihner
NR, die Anzahl der Jager NJ, die Trefferwahrscheinlichkeit TW und die An-
zahl der Simulationen N beliebig vorgegeben werden. In den Zeilen 60 bis 90
wird eine Simulation durchgefiihnt, deren Ergebnis in den Zeilen 100 bis 130
festgehalten wird. Fiir 1000 Simulationen braucht der hier benutzte Casio Per-

=f

sonal Computer PB 700 etwa 50 Minuten. Nach Ab- lauf des Programmes sind
die Hiufigkeiten als Variablen H() fiir I=1,...,10 gespeichert und kénnen abge-
fragt oder ausgedruckt werden (Zeile 150 bis 180), falls ein zugehdriger Druk-
ker/Plotter zur Verfligung steht. Nachfolgend sind § verschiedene Durchliufe
mit 1000 Simulationen wiedergegeben. Das dazugchonge arithmetische Mittel
AM steht jeweils rechts daneben.

Anz.d.erlegt] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10| AM
Rebh.
Haufigk.bei | 0 0 1 17 136 364 337 130 15 0 6.47
N = 1000
Hiufigk.bei | 0 0 2 16 150 306 377 128 21 0O 6.51
N = 1000
Hiufigk. bei | 0 0 0 18 125 325 368 144 20 0 6.55
N = 1000
Hiufigk.bei | 0 0 0 24 129 333 347 153 14 0 6.52
N =1000
Hiufigk.bei | 0 0 0 17 119 339 367 146 11 1 6.54
N =1000

Rel. HHb.N=|0 0 1 18 132 333 359 140 16 0 | 6.52
5000 in o/oo
Wahrscheinl. | 0 0 1 17 129 345 356 136 16 0 | 6.51
in o/oo
Zum Vgl: 1 421 69 153 237 253 177 73 14| 6.51
Bin. Vitg. (10;
0.651) in o/oo

Die Tabelle soll einen Eindruck vermitteln, wie man durch die Zusammenstel-
lung mehrerer Héufigkeitsverteilungen den Begriff der Stichprobenverteilung
vorbereiten kann und wie man durch Zusammenfassung der einzelnen Stich-
proben zu einer Stichprobe vom Umfang N = 5000 die Zuverléssigkeit der
einzelnen Werte erhéhen kann.

Es ist naheliegend zu vermuten, daB diesen Haufigkeitsverteilungen eine Bino-
mialverteilung mit den Parametern n = 10 und p = 0,651 zugrundeliegt, da die
Wahrscheinlichkeit, bei solch einem Versuch getroffen zu werden, fiir alle 10
Rebhiihner 0,651 betrigt. Eine Gegeniiberstellung der entsprechenden empiri-
schen und theoretischen Werte, die zum Vergleich in der letzten Zeile der Ta-
belle stehen, zeigt jedoch deutlich, daB es sich nicht um eine Binomialvertei-
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lung handeln kann.

Das liegt an der fehlenden Unabhingigkeit. Zwar wihlen die Jdger die Rebhiih-
ner unabhingig voneinander aus (Modellannahme 1), aber die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit eines Rebhuhns wird davon beeinflut, was mit den anderen
Rebhiihnern geschieht. Wenn z.B. 9 Rebhiihner iiberleben, dann wird das 10.
mit Sicherheit erlegt. '

Die dem RebhuhnschieBen zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsverteilung
mit dem dazugehdrigen Erwartungswert w ist in der vorletzten Zeile der Tabelle
wiedergegeben. Die Berechnung dieser Verteilung erfordert schon etwas Erfah-
rung beim Umgang mit kombinatorischen Formeln.

3.2 Variationen zurm Beispiel Rebhuhnschieflen 2

Die 1. Variation der Aufgabenstellung soll verdeutlichen, dal das Verfahren
der Simulation anhand von Tabellen mit Zufallsziffern nicht nur bei speziell
ausgewdhlten Zahlkombinationen (10 Jager, 10 Rebhihner, Trefferwahrschein-
lichkeit 1) mdglich ist, sondern beinahe universell eingesetzt werden kann.

1. Variation des Rebhuhnschieflens:
9 Jdger, 8 Rebhiihner und Trefferwahrscheinlichkeit der Jiger = 65%.

Realitit Modell
Jeder der 9 Jdger wihlt — 9 ZufZiffem € {1,...,8}
eins von 8 Rebh. aus werden der Tabelle ent-

nommen. (Zuf. Ziffern 0
und 9 werden in der Tabelle

ausgelassen)
Treffsicherheit eines J&- —  Zuf.Zahl € {1,...,100}
gers (Zuf.Ziffern werden in i

2er-Blécken gelesen, 00
entspricht 100)

Jiger trifft —>  ZufZ. <65
Jdger schiefit vorbei —>  ZufZ.>65
-10-
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Simulationen

Anzahl
1)  Ausw.d. Rebh.: 6 8 4 3 2 3 8 4 6
Treffsicherheit: 07 01 00 57 75 74 35 92 95
getroffene Rebh.: 68 - 3 - -8 - - 3
2) 3 4 1 % 22 7977
84 36 43 95 47 55 25 46 04
- 41 - 227 77 4
3) 5 S 6 46 4 4 4 2
43 56 28 22 12 22 54 76 83
5 5656 4 4 - - 3
usw.

Nach 10 Simulationen erhilt man die erste Hiufigkeitsverteilung in der folgen-
den Tabelle.

Die Verteilungen fiir N = 100 und N = 1000 wurden mit Hilfe des Computers
erstellt.

Anz. der erlegten 012 3 4 5 6 7 8|AM
Rebh.

Hiufigk.beiN=10 |0 0 1 3 5 0 1 0 0] 37
Hiufigk. beiN=100 |0 0 9 17 34 27 13 0 0 | 4.18
Haufigk. bei N =1000/0 2 40 207 317 298 120 16 0 | 4.29

Bei dieser Version des RebhuhnschieBens betrigt die Uberlebenswahrschein-
lichkeit eines Tieres (1 — % + 0,65)° = 0,466. Die theoretisch zu erwartende
Trefferzahl ist dann 8 - (1 - 0,466) = 4,27.

Die 2. Variation des RebhuhnschieBens soll zeigen, daB auch Anderungen der

Modellannahmen bei der Simulation mit Zufallsziffern beriicksichtigt werden
kénnen:

9 Jdger, 8 Rebhiihner und Trefferwahrscheinlichkeit = 0,65 (wie bei der 1. Va-
riation), aber es schieflen zundchst nur 5 Jager gleichzeitig und kurz darauf die
restlichen 4 Jager.

Die Konstruktion des Modells erfolgt dhnlich wie bei der 1. Variation, nur daf
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die Anzahl der Rebhiihner fiir die restlichen 4 Jiger gleich der Anzahl der iiber-
lebenden Rebhiihner bei den ersten 5 Jigern ist und sich daher bei jeder Simu-
lation dndern kann,

Simulationen

1) Die ersten 5 Jdger
SZufZ.€{1,..84 6 8 4 3 2
Treffsicherheit: 93 84 60 70 10
Getroffene Rebh.: = - 4 - 2

Anz. d. iiberl. Rebh.: 6

Die restlichen 4 Jager
4ZufZ.€{1,..6} S5 2 5 2
Treffsicherheit: 20 23 47 75
Getroffene Rebh.: 5 20 5 -
Anz. d. insgesamt

getr. Rebh.: 2+2=4

2) Die ersten 5 Jager
5 Zuf.Z, € {1,....8} 3 4 1 4 2
Treffsicherheit: 27 77 78 43 64
Getroffene Rebh.: 3 - - 4 2

Anz. d. Gberl, Rebh.: 5

Die restlichen 4 Jdger
4ZufZ.€{1,..5} 4 1 2 5§
Treffsicherheit: 35 54 93 17
Getroffene Rebh.: 4 1 - 5
Anz. d. insgesamt /
getr. Rebh.: 3+3=6
usw.

Die gefundenen Héufigkeiten sind in der folgenden Tabelle zusammengefaft,
wobei die Verteilungen fiir N = 100 und N = 1000 mit dem Computer erstellt

wurden.

=g

z

Anz. der erlegten |01 2 3 4 5 6 7 8|
Rebh.

Hiufigk. bei N = 10

Haufigk. bei N = 100
Haufigk. bei N = 1000

00 1 1 1.3 4 06 @
00 3 12 26 30 24 5 0O
0 3 12 91 261 323 225 77 8

o\ o0
—
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Der Erwartungswert fiir die Anzahl der getroffenen Rebhiihner betrdgt bei die-
ser Version 4,92. Der Vergleich mit der vorangegangenen 1. Variation zeigt,
wie stark die Trefferzahl von der Modellannahme (1) beeinfluflt wird.

3.3 Beispiel Pannenhilfe

Der ADAC will eine neue Zweigstelle fiir die Pannenhilfe einrichten. Im Ein-
satzgebiet dieser Stelle muBl man mit wdchentlich etwa 100 Einsitzen rechnen.
Die Zweigstelle soll zunidchst so ausgestattet werden, dafl bis zu 16 Einsitze
pro Tag méglich sind. Reicht die geplante Kapazitit aus?

Diese Aufgabe ist ein einfaches Beispiel fiir ein Bedienungsproblem. Es mel-
den sich "Kunden", die von den Fahrem der Einsatzwagen "bedient" werden.

Zunichst kann man leicht ausrechnen, dall pro Woche 7 - 16 = 112 Pannen-
einsitze gefahren werden konnen und von daher die Ausstattung der Zweig-
stelle auf den ersten Blick als ausreichend angesehen werden kann. Nach mei-
nen Erfahrungen eignet sich diese Aufgabe nicht zum Einstieg in den Problem-
kreis, da es Schiilemn und Studenten relativ schwer fillt, das zufillige Auftreten
der Pannen zu simulieren.

Es gibt verschiedenen Mdglichkeiten, dies zu tun (vgl. Lindenau 1989). Mir er-
scheint fiir die Sek. I das folgende Vorgehen am naheliegendsten zu sein.

Annahme (1): Es treten in einer Woche genau 100 Pannen auf. _
Annahme (2): Die Pannen sind zufillig auf die 7 Wochentage

verteilt.
Realitdt Modell
100 Einsiétze sind — 100 Zufallsziffern aus
zufillig auf 7 Wo- dem Bereich {1,...,7}
chentage verteilt werden gezogen
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Anzahl der Tage pro — Anzahl der Ziffern,
Woche mit mehr als die mehr als 16mal
16 Einsdtzen gezogen werden

Simulation mit Zufallziffern

1) Zufallsziffer x 1 2 3] 4 5 6 7

Hiufigk. bei N = 100| IIIIT| IIIIT{ IIIIX| ITIIT| ITIIX| IXIXI| IXI01
I IIIIT| IIDOL| ITIOD| INDIT| IT | IIDII

I 1 ITHT | [T 11
IIII [TIIT | ITIT
II

6 (19 [11 |23 [19] 7|15

4 5 6 7

2) X 1 3
Bleja2lishis

H(x) 13

e L]

usw.

in der ersten Woche muB an 3 Tagen zusitzliche Hilfe angefordert werden, in
der 2. Woche sind es 2 Tage. Wenn in der Klasse z.B. 10 Wochen simuliert
werden, so kann man das Ergebnis in einer Haufigkeitsverteilung zusammen-
fassen. Die letzten beiden Zeilen der folgenden Tabelle sind das Ergebnis von
entsprechenden Computersimulationen.

Tage pro Woche mit mehr
als 16 Pannen

o’ 1‘ 2| 3|4’5’Anteil

Haufigk. bei 10 Wochen 0 3| 6/ 1{0]| 0O 25.7%
Haufigk. bei 100 Wochen | 1| 31| 55| 12| 1| 0 25.9%
Haufigk. bei 1000 Wochen| 31| 304 485 173 7| 0 26.0%

;
Die letzte Spalte der obigen Tabelle verdeutlicht, daB in etwa 26% aller Tage
die Zweigstelle iiberlastet ist. Es erscheint notwendig, die Zweigstelle besser
auszustatten oder zumindest entsprechende Dienstleistungsvertrige mit ein-
schldgigen Unternehmen abzuschlieBen, um die zu erwartende Uberlastung
auffangen zu kénnen.

‘Wenn irgend méglich, sollte man versuchen, den Einflul der Modellannah-
men auf das Ergebnis abzuschitzen, um den Vorhersagewert.der Simulation
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oder Berechnung besser beurteilen zu kénnen.

Durch die Annahme (1) haben wir die Anzahl der Pannen pro Woche auf genau
100 festgelegt. In der Realitdt wird der Wert sich aber von Woche zu Woche
dndern. Diese Einschrankung kénnen wir abmildern, indem wir einen lingeren
Zeitraum als eine Woche, z.B. 10 Wochen, betrachten. Dazu braucht man nur
in Zeile 30 des Computerprogramms die Parameter NT = 70, NP = 1000 und
NS = 100 zu setzten. Die Modellannahme (1) ist da- durch nicht aufgehoben,
sondern nur durch die Annahme ersetzt, daB in 70 Tagen genau 1000 Pannen
auftreten. Aber die realen Verhiltnisse werden so besser wiedergegeben als
vorher.

Eine Computersimulation mit den oben angegebenen Parametern zeigt, daf3
durch diese Anderung der Modellannahme (1) der Anteil der Tage, an denen
die Zweigstelle iiberlastet ist, noch leicht ansteigt und zwar auf 27,2%.%)

Die 2. Modellannahme diirfte ebenfalls kaum der Realitdt entsprechen. Man
kann davon ausgehen, dafl die Pannenhéufigkeit vom unterschiedlichen Ver-
kehrsaufkommem an Werktagen und am Wochenende beeinflut wird. Ebenso
diirfte das Wetter die Pannenhdufigkeit systematisch beeinflussen. Wir wollen
daher die Annahme (2) so abdndern, daB das Auftreten einer Panne nicht mehr
an allen 7 Wochentagen gleichwahrscheinlich ist, sondern daBl diese Wahr-
scheinlichkeit an 2 Tagen 0,20, an 2 Tagen 0,15 und an 3 Tagen 0,10 betrigt.
Das entsprechende Basicprogramm ist im Anhang aufgelistet. Eine Simulation
von 1000 Wochen ergab die folgende Hiufigkeitsverteilung:

Tage pro Woche mit
mehr als 16 Pannen

Hiufigk. bei 1000 | 1' 1951 507’ 354' 30| 0’ 32.9%

0’ 1| 2| 3|4‘ s| Anteil

‘Wochen

Das 95%-Vertrauensintervall fiir den Prozentanteil in der Grundgesamtheit ist
32,9% = 0,6%. Der Anstieg, den die Anderung der Modellannahme (2) bewirkt,
ist also betrachtlich.

Dieses Beispiel verdeutlicht, daB die Poissonverteilung, von der hdufig bei der
Simulation von "Kundenstrémen" ausgegangen wird, nur eine untere Grenze
fiir die Variabilitdt darstellt, Die Anzahl der Kunden, die in einem bestimmten
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Zeitintervall ankommen, schwankt eher noch stirker als nach der Poissonver-
teilung zu erwarten ist. Denn in der Realitdt trifft die Modellannahme der
Poissonverteilung, daf} die Ankunftswahrscheinlichkeit fiir (mindestens) einen
Kunden in allen gleichlangen Zeitintervallen gleichgroB ist, hdufig nicht zu.

3.4 Beispiel Zollkontrolle

Die Simulation mit Zufallsziffern bietet sich bei FragcstelIun'gcn an, fir die
keine analytische Ldsung zur Verfiigung steht. Aber auch dann, wenn die
Schiiler eine solche rein rechnerische Losung erarbeiten sollen, trigt die Si-
mulation meiner Meinung nach zum besseren Verstindnis des Problems bei
und kann fiir die Konstruktion einer analytischen Losung hilfreich sein.

Ich denke hier an Aufgaben, die mit einem Baumdiagramm gelést werden
kénnen, wie z.B. die folgende: "In einer kleinen Stadt gibt es 80 Familien mit 4
Kindern. Wieviele Familien davon haben 0, bzw. 1, 2, 3, 4 Midchen?"

Eine dhnliche, etwas anspruchsvollere Aufgabe, die gleichzeitig in den Pro-
blemkreis des Hypothesentestens einfiihrt, soll hier vorgestellt werden (vgl.
Engel, 1973, S. 18).

Zollkontrolle

An einem Grenziibergang wihlte ein Beamter aus einer Reisegesellschaft von
30 Personen 3 Personen zur Kontrolle aus. 2 davon hatten Waren geschmug-
gelt. Daraufhin wurde die ganze Reisegesellschaft griindlich dberpriift. Es
stellte sich heraus, dafl weilere 7 Personen geschmuggelt hatten. War das gute
Ergebnis des Zollbeamten Zufall, oder muB8 man ihm ein besonderes Gespiir
zugestehen?

Will man diesen Vorgang im Modell simulieren, so mufl man eine Annahme
dariiber machen, wie der Zollbeamte die zu kontrollierenden Personen aus-
wihlt.

-16=

S S S ST,

Annahme:
Der Zollbeamte wihlt nur nach Zufall aus.

Realitét Modell
Auswahl von 3 Reisenden aus —— Auswahl von 3 verschie-
30 Personen denen Zufallszahlen €

{1,...,30} (Zweierbltcke
werden modulo 50 gele-
sen und die Blocke

00, 31,..., 49 werden aus-

gelassen)
Person hat geschmuggelt (S) ——> Zufallszahl < 9
Person hat nicht geschmug- — Zufallszahl = 10
gelt (E)
Simulationen
1]
3 Zufallszahlen Ergebnis Anzahl der Schmuggler
1) 6 13 29 S E E 1
2) 8 16 7 S E S 2
3) 1 27 15 S E E 1
4) 14 5 22 E 8§ E 1
5 2 4 17 S S E 2

usw.

Mit dem Computer wurden 100, bzw. 1000 Simulationen durchgefiihrt. Das Er-
gebnis ist in der folgenden Tabelle zusammengefaBt. Das Basicprogramm ist
im Anhang wiedergegeben.



Anzahl der Schmugg- 0 1 2 3 | mind. 2
ler

Haiufigk. bei 10 Simu- 3 5 21 0 2

lationen

Hiufigk. bei 100 Simu- 29 | 54 |15 2 17

lationen

Haufigk. bei 1000 Simu-|{ 351| 450 | 180 | 19 199

lationen

‘Wahrscheinlichkeit 32.8| 465|186 |2.1| 20.7

in % i

Die analytische Ldsung 1Bt sich anhand eines dreistufigen Baumdiagramms
anschaulich herleiten. Die 8 méglichen Ausfille werden jeweils nach der An-
zahl der Schmuggler zusammengefaBt, und man erhilt so die Wahrscheinlich-
keiten, die in der letzten Zeile der obigen Tabelle angegeben sind. Nachdem die
Schiiler einige Simulationen mit Hilfe der Zufallszifferntabelle ausgefiihrt ha-
ben, wissen sie die Eleganz der analytischen Losung zu schitzen und sollten
auch die Wahrscheinlichkeit von 20,7% rechts unten in der Tabelle richtig in-
terpretieren kdnnen. Wenn der Zollbeamte sich so verhilt, wie im Modell ange-
nommen, dann wird er in 20,7% aller Fille mindestens 2 Schmuggler herausfi-
schen. Diese Wahrscheinlichkeit (fiir den Fehler 1. Art) von 20,7% ist eine Ent-
scheidunghilfe bei der Antwort auf die Fragestellung der Aufgabe - mehr nicht.
Da es nicht sehr unwahrscheinlich ist oder gar ausgeschlossen werden kann,
daB der Zollbeamte sich vom Zufall hat leiten lassen, brauchen wir unsere Mo-
dellannahme nicht zu verwerfen. Erst wenn der Zollbeamte diese Leistung in
dhnlichen Situationen wiederholen kdnnte, miiBten wir unsere Entscheidung
vermutlich @ndern.

3.5 Beispiel Baufahrzeuge mit Sprechfunk

Bei der folgenden Aufgabe erleichtert die Simulation nach meinen Beobachtun-
gen das Auffinden einer analytischen Losung und das Verstindnis der geome-
trischen Definition der Wahrscheinlichkeit.

Baufahrzeuge mit Sprechfunk

Zwei Baufahrzeuge sind mit Sprechfunk ausgeriistet. Das erste verkehrt standig
zwischen dem Hauptlager der Firma und einer Baustelle, die genau 30 km in
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dstlicher Richtung liegt. Das zweite Fahrzeug versorgt eine Baustelle, die vom
Hauptlager 40 km in westlicher Richtung liegt.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden Fahrzeuge einem zu-
fllig ausgewdhlten Zeitpunkt in Sprechkontakt treten kénnen, wenn die
Funkgerite eine Reichweite von 25 km haben?

b) Wie grof ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, wenn im Hauptlager das
gleiche Sprechfunkgerdt zur Verfligung steht und ein indirekter Kontakt
zwischen den Fahrzeugen als ausreichend angesehen wird?

c¢) Welche Reichweite miiten neue Sprechfunkgeréte haben, damit der direk-
te bzw. indirekte Sprechkontakt mit 90%iger Sicherheit hergestellt werden
kann?

Modellannahmen:

1) Zum Zeitpunkt der versuchten Kontaktaufnahme sind alle méglichen (auf
ganze km gerundeten) Entfernungen der beiden Fahrzeuge vom Hauptlager
gleichwahrscheinlich.

2) Die beiden Fahrzeuge verkehren unabhingig voneinander.

Realitdt Modell

Entfernung des 1. Fahrzeugs —  Zufallszahl x € {0,...,30}

vom Hauptlager (auf ganze (z.B. Zweierblcke mo-

km gerundet) - dulo 50 lesen und 31,...,49
auslassen)

Entfernung des 2. Fahrzeugs — Zufallszahl y € {0,...,40}

vom Hauptlager (auf ganze (z.B. Zweierblécke mo-

km gerundet) dulo 50 lesen und 41,...,49
auslassen)

Entfernung zwischen 1. und —  Summe der beiden Zu-

2. Fahrzeug fallszahlen x und y

Direkter Sprechkontakt méglich —  x +y s 259
Indirekter Sprechkontakt méglich——  Max(x,y) = 25
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Simulationen

Xy X+y Direkter Sprechk. Indir. Sprechk.
1) 6 29 35 = -
2) 19 27 46 & -
3) 5 14 19 - +
4) 29 20 49 = =
5 2 37 39 =

6) 22 18 40 - +
7) 20 13 33 = %
8 1 0 1 " +
9 9 8 17 + 4
10) 26 3 29 = o
11) 3 21 24 + +
12) 24 19 43 a +
13) 14 24 38 = +
14) 19 3 22 + +
15) 1 37 38 - b
16) 17 30 47 = o
17) 15 21 36 - +

18) 26 13 39 = "
19) 13 40 53 = N
20) 28 25 53 - o

Auf der Basis von 20 Simulationen lassen sich die relativen Hiufigkeiten nur
als grobe Schitzwerte fiir die unter a) und b) gesuchten Wahrscheinlichkeiten
verwenden.

Relative Hiufigkeit des Ereignisses: "Die beiden Fahrzeuge haben direkten
Sprechkontakt" = 5/20 = 25%

und des Ereignisses: "die beiden Fahrzeuge haben indirekten Sprechkontakt" =
10/20 = 50%.

Die unter ) gesuchte Reichweite von neuen Sprechfunkgerten 148t sich leicht
abschidtzen. Wenn in 90% aller Fille Sprechkontakt hergestellt werden soll,
dann darf dies bei hdchstens 2 von 20 Simulationen nicht gelingen. Bei direk-
tem Sprechkontakt sind die Entfernungen von 49, 53 und 53 km am ungiinstig-
sten. Der gesuchte Schatzwert liegt also zwischen 49 und 53 km. Fiir indirekten
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Sprechkontakt sind die Simulationen 5), 15) und 19) am ungiinstigsten. Als ge-
suchten Schétzwert erhilt man 37 km.

Bei dem entsprechenden Computerprogramm zur Simulation dieser Aufgabe (s.
Anhang) kann das Runden auf ganze km entfallen, da die Simulation der Ent-
fernungen nur durch die Rechnergenauigkeit begrenzt wird. Eine besondere
Beriicksichtigung der Grenzfille®) wird dadurch bedeutungslos. Die Frage-
stellung c) 4Bt sich durch entsprechende Verdnderung der Reichweite RW in
Zeile 30 des Programms experimentell beantworten. Dies ist vermutlich ein-
facher, als die simulierten Entfernungen zu speichern und eine umstindliche
Sortierroutine ins Programm einzubauen.

Bei der Durchfiihrung der Simulation wird deutlich, daf3 jede einzelne Simula-
tion durch ein Zahlenpaar (x,y) gegeben ist. Deutet man jedes solche Zahlen-
paar als Punkt in einem Koordinatensystem, so kénnen die Schiiler fast selb-
stdndig das Konzept der geometrischen Wahrscheinlichkeit entwickeln und zur
analytischen Ldsung der Aufgabe gelangen.

Zeichnet man die 20 Punkte verschiedenfarbig in das Koordinatensystem -
wenn der Sprechkontakt hergestellt werden kann griin, sonst rot - und ergédnzt
das entstehende Bild durch eine systematische Auswahl weiterer Punkte, so
14Bt sich das "griine Gebiet" vom "roten Gebiet" abgrenzen. Als mégliche Aus-
félle kommen alle Punkte in dem Rechteck mit den Seitenldngen 30 km und 40
km in Frage, da hier nicht mehr auf ganze km gerundet zu werden braucht. Man
gewinnt so ein Beispiel fiir einen unendlichen (iiberabzéhlbaren) Stichproben-
raum S, auf dem sich die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des Fldcheninhalts defi-
nieren 146t. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein zufillig ausgewihlter Punkt
in ein Teilgebiet G von S fillt, ist der Quotient aus dem Flicheninhalt von G

und dem Flicheninhalt von S6). Einzelnen Punkten und Strecken wird die
Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet.




In der obigen Abbildung sind die zu den Fragestellungen a), b) und ¢) gehéren-
den Gebiete eingezeichaet.

Aus der Bedingung x + y = 25 fiir den direkten Sprechkontakt und der Bedin-
gung x < 25 und y < 25 fiir den indirekten Sprechkontakt ergeben sich die

Wahrscheinlichkeiten p(dir. Sprechk.) = 3232 = 0,26 und p(indir. Sprechk.)

2525
T3040 0,52.

Bei der Fragestellung c) darf das "rote Gebiet" (kein direkter Sprechkontakt)
nur 10% der Gesamtfliche von 1200 FE betragen, das sind 120 FE. Fiir die
Linge einer Kathede in dem entsprechenden Dreieck oben rechts in der

Zeichnung erhélt man s =/ 2 - 120 = 15,5 kn. Die neuen Sprechfunkgerite
miissen dann eine Reichweite von 40 + 30 - 15,5 = 54,5 km haben, damit der
direkte Sprechkontakt mit 90%iger Wahrscheinlichkeit hergestellt werden
kann. Bei indirektem Sprechkontakt ist eine Reichweite von 36 km ausrei-
chend.

Die Modellannahme 1), daB alle méglichen Entfernungen der beiden Fahrzeuge
vom Hauptlager gleichwahrscheinlich sind, ist in sofern unrealistisch, als sie
keine Zeit fiir das Be- und Entladen der Fahrzeuge berticksichtigt. Dies kann
man leicht abéndern. Rechnen wir z.B. fiir das Beladen im Hauptlager und das
Entladen auf der Baustelle jeweils 20 Min. und gehen von einer Durchschnitts-
geschwindigkeit der beiden Fahrzeuge von 30 km/h aus, dann dauert eine Tour
fiir das 1. Fahrzeug 160 Minuten (20 Min. beladen + 60 Min. Hinfahrt + 20
Min. entladen + 60 Min. Riickfahrt) und fiir das 2.Fahrzeug 200 Min. Die An-
nahme 1) wird nun dahingehend gedndert, daf alle moglichen Zeitpunkte inner-
halb eines Fahrzyklus gleichwahrscheinlich sind. Bei der Losung der Aufgabe
ist darauf zu achten, daB man den einzelnen Zeitpunkten die jeweiligen Entfer-
nungen der Fahrzeuge vom Hauptlager zuordnen muB.
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In der obigen Abbildung sind die zu den Fragestellungen a) und b) gehérenden
Gebiete eingezeichnet.
Man erhélt: p(dir. Sprechk.) = 0,294 und p(indir. Sprechk.) = 0,45.

Das entsprechende Basicprogramm zur Simulation dieser Aufgabenstellung ist
im Anhang beigefiigt. Reizvolle Varianten der Problemstellung ergeben sich,
wenn man die Richtung der beiden Straflen zueinander verdndert. Liegt die 2.
Baustelle nicht in westlicher Richtung, sondern vom Hauptlager aus 40 km in
ndrdlicher Richtung, so sind Fldcheninhalte von Viertelkreisen zu berechnen.
Bei dieser Fragestellung haben auch Studenten noch Schwierigkeiten, die Kar-
tenskizze mit den StraBen und Baustellen von dem entsprechenden Rechteck,
das die Punktmenge der méglichen Ausfille des Zufallsexperiments wiedergibt,

zu unterscheiden. Die Ahnlichkeit der beiden Darstellungen scheint einen star-
ken negativen Transfer zu provozieren.

4. Abschliefende Bemerkungen

Die hier vorgestellten Beispiele sind willkiirlich aus einer Vielzahl mdglicher
Aufgaben ausgewihlt und sollen einen ersten Eindruck von den Anwendungs-
méglichkeiten der Simulation mit Zufallsziffern vermitteln. Besonders in den
Bereichen Geometrische Wahrscheinlichkeit, Hypothesentesten und Warte-
schlangenprobleme bieten sich noch viele reizvolle Aufgaben fiir den Unter-
richt an.

So kann man z.B. Aufgaben zum Vierfeldertest (Engel, 1987, S. 97ff. oder
Blankenagel, 1982, S. 47ff.) leicht im Urnenmodell nachspielen. Fiir die
praktische Durchfiihrung der Simulation bieten sich dann Tabellen mit Zu-
fallsziffern an.

Bei der Computersimulation werden "Pseudozufallszahlen" aus dem Intervall
[0,1[ benutzt. Es stellt sich natiirlich die Frage, ob diese berechneten Compu-
terzahlen echte Zufallszahlen ersetzen konnen. Fast alle Computer benutzen
lineare Kongruenzgeneratoren zur Erzeugung von Pseudozufallszahlen. Die
Folge der so gebildeten Zahlen wird irgendwann periodisch, jedoch ist diese
Periode bei geschickter Wahl der Eingangsparameter sehr grof. In der Regel
hat man weit mehr als 50 000 verschiedenen Pseudozufallszahlen zur Verfi-
gung (vgl. Gundel, S. 27f. und S. 49ff., Kohlas, S. 16f. oder Kdcher, S. 94ff.).
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Immer wenn ich die Qualitit der vom Computer gelieferten Zufallszahlen ange-
zweifelt habe, weil die Simulationsergebnisse nicht mit den von mir theoretisch
erwarteten Ergebnissen zu vereinbaren waren, lag es letztlich nicht am Compu-

ter, sondern an der fehlerhaften analytischen Ldsung.”)

Bei der Arbeit mit Tabellen mit Zufallsziffern sollte man die einzelnen Schiiler
nicht zu viele Simulationen ausfiihren lassen. Einen brauchbaren Schitzwert er-
hélt man durch die Zusammenfassung der Einzelergebnisse in der Klasse. Ge-
nauere Werte, auf der Basis von mehreren tausend Simulationen, kénnen nur
mit Hilfe des Computers erreicht werden. Unter didaktischen Gesichtspunkten
ist die Genauigkeit der Losung meiner Meinung nach auch zweitrangig. Wich-
tiger ist die Ubertragung der Problemstellung in ein stochastisches Modell und

die Beschreibung des Ldsungsweges in diesem Modell. Bei Ubungs- und auch
bei Klausuraufgaben stelle ich hiufig in einer Teilaufgabe die Frage nach einer
Losung des Problems mit Hilfe der Monte Carlo Methode. Dabei erwarte ich
eine Beschreibung des Mo- dells (einschlieBlich Modellannahmen) und einige
wenige Simulationen mit Zufallsziffern, die zur Demonstration des Vorgehens
ausgefiihrt werden sollen. Die analytische Lésung wird in der Regel zusétzlich
als weitere Teilaufgabe gefordert.

Obwohl die Simulationslésung von den Studierenden durchweg als leicher
eingestuft wird als die analytische Losung, wird dies nicht durch entsprechen-
de Unterschiede in der Lésungshaufigkeit bestitigt. Es kommt sogar vor, daB}
einem Kandidaten die analytische Losung gelingt, obwohl seine Simulations-
losung auf ein volliges Unverstindnis der Situation hindeutet. Ich vermute da-
hinter ein rezepthaftes Anwenden der entsprechenden Verfahren und Formeln,
die man aufgrund mehr oder weniger duBerlicher Aufgabenmerkmale richtig
aus der eigenen "Rezeptsammlung" ausgewdhit hat. Einer solchen Losungs-
strategie sollte der Lehrer natiirlich mit Nachdruck entgegenwirken.

Man kénnte vielleicht einwenden, daB die Simulation mit Zufallsziffern keine
emnsthafte Mathematik sei, sondemn eher eine Zahlenspielerei. Ich meine, daf
die Ldsung eines Problems durch Simulation als vollwertige LOsung angesehen
werden mufl und daB auch in der Mathematik, durch die Verfiigbarkeit der
Computer, zunehmend experimentelle Verfahren Eingang finden. Sicherlich
besticht die analytische Lésung durch Eleganz und Genauigkeit, jedoch hat die
Simulationldsung auch unbestreitbare Vorteile. Neben den in Abschnitt 2 dar-
gestellten didaktischen Argumenten spricht auch die groBe Flexibilitdt der
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Monte Carlo Methode bei Anderung der Modellannahmen (s. Abschnitt 3.2, 3.3
und 3.5) und bei Anderung der Fragestellungen fiir die Simulation mit Zufalls-
ziffern.

Anmerkungen

D Diese Methoden werden in der Mathematik nicht nur bei stochastischen
Fragestellungen eingesetzt, sondern auch bei deterministischen Problemen,
wie z.B. um bestimmte Integrale zu berechnen oder Differentialgleichungen
zu |6sen.

2) Solche Vertrauensintervalle kénnen natiilich erst in der Sek. II von den
Schiilern berechnet werden, wenn die Normalverteilung behandelt worden
ist.

%) Die Programme im Anhang sind in Basic geschrieben, da andere Program-
miersprachen auf Taschenrechnern in der Regel nicht zur Verfligung stehen.

Y Zum Vergleich: die entsprechende Poissonverteilung mit A = 14% liefert
einen Wert von 26,93%.

%) In den Fillen, wo x +y = 25 bzw. Max(x,y) = 25 gilt, diirfte die Entfernung,
wegen der vereinbarten Rundung auf ganze km, etwa zur Halfte {iber und zur
Hilfte unter 25 km liegen. Man kann daher vereinbaren, daB nur in der Half-
te dieser Grenzfille ein Sprechkontakt zustandekommt.

©) Da es sehr komplizierte Teilmengen von S gibt, denen man keinen Fléchen-
inhalt zuordnen kann, 148t man als Ereignisse nur Borelsche Teilmengen von
S zu. Diese Einschrinkung ist hier ohne Bedeutung, da alle geometrisch ir-
gendwie vorstellbaren Mengen Borelsch sind (vgl. Krengel, S. 127).

) Auch in dem Buch von A. Engel (1987), wo der Autor auf S. 126 seinem
Computer fehlerhafte ("zu gute") Zufallszahlen unterstellt, liegt der Fehler in
der analytischen Lésung. Hier liegt ndmlich keine Binomialverteilung vor, da
die Versuche nicht unabhingig sind. Herr Engel hat sich selbst dariiber ge-
wundert, wie er mir schrieb, da er den Fehler nicht vorher bemerkt hat.
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Anhang

Basicprogramme zur Liésung der einzelnen Beispielaufgaben durch

Simulation mit Zufallszahlen
Liste der Variablen:

= Anzahl der Rebhllhner

= Anzahl der Jdger

= Trefferwahrscheinlichkeit

= Anzahl der Simulationen

= Zufallszahl € (1....,NR}

=.0 Rebh. Hr. R nicht getroffen
1 Rebh. Nr. R getroffen

S = Summe der getroffenen

Rebhithner
H(I) = Hiufigkeit von 1 erlegten
Rebhilhnern

Liste der Variablen:

Rl = Anz. d. Rebh. am Anfang
Jl = Anz. d. Jiger, die zuerst
schiefien

N = Anz. d. Yersuche

TH = Trefferwahrscheinlichkeit

NJ = Anz. d. Jdger

NR = Anz. d. Rebh.

T(R) = 0 Rebh. Nr. R nicht getr.
1 Rebh. Nr. R getroffen

D = Durchgang (0 oder 1)

H(1) = Hiufigk. von I erlegten Rebh.

] = Summe der getr. Rebh.
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18 REH **REBHUHNSCHIESSEMi*
2@ CLEAR

32 NR=18:HJ=18:TU=1:N=10088
48 DIN TCHRY ) H(NR)

5@ FOR 1=1 TO N

6@ FOR I=1 TO NI

7@ R=INT(RND£NR)+1

88 IF RMDCTU THEM T(RI=1
99 MNEXT I
18@ FOR J=1 TO HR
118 S=S+T(I):T(1)=0
128 NEXT J
138 H(S)=H(S>+1:5=8
148 HEXT |
158 RER xzx AUSGABE %1%
168 FOR 1=0 TO NR :
178 LPRINT "H{":1:"¥=";H(1}
188 HEXT |

1ee

128
122
124
126
130
142
159
16@
178
1@

REM 22: REBHUHNSCHIESSEN 212
REM #x UARIATION 2 %x
CLEAR

R1=8: 11=5: J]2=4: N=1888: TU=8. 65
DIN T(R1YsHC(RLY

FOR =1 TO N
Hi=J1:HR=R1

FOR I=1 TO MJ
R=INT(RNDENR) +1

1IF RHD{TU THEN T(R)=1
NEXT I

FOR 1=1 TO HR
S=5+T(J):TCI1)=0

NEXT I

IF D=1 THEN 138
MR=MR-5:NJ1=12:D=1

GOTO 68
H(S)=H(S)+1:5=0:D=0
HEXT 1

REM #%% AUSGABE X

FOR 1=8 TO RI

LPRINT "H(®:1:1%)="iH(1)
NEXT I

Liste der Variablen:

" NT = Anzahl der Tage

NP = Anzahl der Pannen in NT
Tagen

NS = Anzahl der Simulationen

X = Zufallszahl € {1,...,NT}

P(X) = Anzahl der Pannen am
Tage X

T = Anzahl der Tage mit mehr
als 16 Pannen im Zeitraum
“von NT Tagen

H(T) = Hiufigkeit von T Tagen
bei NS Simulationen

Bei der beschriebenen Anderung der
Modellannahme 2 sind im Programm
"pannenhilfe" die nebenstehenden
Zeilen zu indern bzw. einzufligen.

Liste der Yariablen:

NK = Anzahl der kontrollierten
Personen ;

NP = Anzahl der Personen

NS = Anzahl der Schmuggler

N = Anzahl der Simulationen

X = Zufallszahl aus {1,...,KP)

P(J) = 1 Person Hr. J wird kontrolliert

0 bzw. nicht kontrolliert

5 = Anzahl der erwischten Schmuggler

bel einer Simulation

H(S) = Hiufigkeit von S bei
N Simulationen

5 =30

13
29
e
48
58
69
7e
2a
e
1e8
118
128
138
14@
158
160
178
180

78
a8
B8

82
84

a5
86

REM %z PANNEMHILFE xx
CLEAR
NT=7:NP=1@@:N5=108
DIN PONT) s HCNT)

FOR I=1 TO HS

FOR J=L TO NP
K=INT(RHDENTI+1
P(XI=PI{X)+1

MEXT 1

FOR J=! TO NT

IF PCI¥Y16 THEN T=T+1
PC1)=0

HEXT J 5
H{TI=H(T>+1:T=0

MEXT 1

FOR I=1 TO NT

LPRINT "H¢":11")="2H(1)
HEXT I

X=RHDX1B@

IF X¢28 THEW P(1)=P(1)+1:6070
IF ¥¢48 THEW P¢2)=P(2)+1:GOTOD
IF %¢55 THEN P(3)=P(3)+1:G6070
IF ¥¢7@ THEM P{4)=P(4)+1:6070
IF X<8@ THEN P{S)=P(5)+1:G60T0
IF X¢9@ THEN P(6)=P(5+1:G0T0
P(2)=P(2)+]

MEXT I

1@ REM tx ZOLLKONTROLLE 2x
20 CLEAR

3@ NK=3:MP=3@:NS=5S:N=180
4@ DIN P{NP) HINKY

5@ FOR 1=1 TO N

6@ FOR J=1 TO NK

7@ X=INTC(RHDENP)+1

28
52
28
29

=1}

8@ IF Pc(Xy=] THEM 78 ELSE P(X)=1

9@ NEXT J

180 FOR J=1 TO NS
118 S=5+P(1)

12@ NEXT J

13@ H(S)=H(S)+1:5=0
14@ FOR J=1 TO NP
15@ P¢1)=0

168 NEXT J

178 NEXT I

189 FOR 1=a TO NK
198 LPRINT “"HE":il:")="iH(D)
288 MEXT 1



Liste der Yariablen:

Bl = Entfernung der 1. Bau-

B2

N
X

HA

HB

RW
M

=

=

stelle vom Hauptlager

Entsprechend fUr die

2. Baustelle

Anzahl der Simulationen
Entfernung des 1. Fahr-
zeugs vom Hauptlager zu
einem zufdllig ausgewdhl
Zeitpunkt

entsprechend fir das
2. Fahrzeug .

Hiufigkeit bei Fragestel
lung a) .
Haufigkeit bei Fragestel
lung b

Reichweite

Max (X,Y)

Zusitzliche Variablen:

B
ZE
v

Fl1
F2
1

12

Pl

p2

Zeit fUr das Beladen
Zeit fUr das Entladen

purchschnittsgeschw.
der Fahrzeuge

Fahrzeit des 1. Fahrz.
Fahrzeit des 2. Fahri.

Dauer eines Fahrzyklus
fUr das 1. Fahrzeug

entsprechend fUr das
2. Fahrzeug

Zufs111g ausgewshlter
Zeitpunkt aus Z1

entsprechend aus 72

ten

&7

120

18 REM 2 BAUFAHRZEUGE 32
2@ .CLEAR

2g B1=3@:B2=48:RHU=25:N=188

38 HA=@:HB=8

48 FOR I=1 TO N

58 X=RHD*B1

68 'Y=RHD2B2

28 IF X+Y¢=RU THEH HA=HA+1

88 IF XY THEH H=xX ELSE =Y

a@ IF H¢=RU THEH HB=HE+l

189 MEXT I

118 LPRINT "REL.HAEUF.BEI A) ="iHA/N
128 LPRINT "REL.HAEUF.BEI B). ="iHB/H

REH #+ BAUFAHRZEUGE %
REM %% MIT BE- UND ENTLADEN 2%

CLEAR

B1=38:B2=48: RU=25:N=1008
ZE=28:2E=2@:U=30
Fl1=(B1-U)26@:F2=(B2/U)260
21=28+422F 14261 Z2=28+24F 2+2E

HA=@:HB=2

FOR 1=1 TO M

P1=RND%21

P2=RND2Z2

IF P1¢ZB THEN X=@:GO0TD 65

IF P1¢ZB+F1 THEN X=(P1-ZB)/681U:60T0 €5
IF P1<ZB+F14ZE THEM ¥=B1360T0 &5
¥=¢Z|-P1)s602U i

IF P2¢28 THEH Y=B:GOTO 78

IF P2¢28+F2 THEN Y=(P2-2B)/681U:GOTO 78
IF P2¢ZB+F2+ZE THEN Y=82:60T0 78
¥=(22-P2) /602U

1F R+v{=RU THEH Ha=HA+1

IF ¥>Y THEN H=X ELSE H=Y

1F H¢=RU THEN HB=HB+1

HEXT 1 :

LPRINT "REL.HAEUF.BE1 A) ="iHAM
LPRINT "REL.HAEUF.BEI B} ="iHB/H
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