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DAS GESETZ DER ABNORMALEN ZAHL

von Walter Krdmer, Dortmund

1. Einleitung und Zusammenfassung

Nichts fordert so sehr das Interesse an einer Sache wie ein
paradoxes Resultat. Der vorliegende Beitrag diskutiert ein
solches auf den ersten Blick verbliiffendes stochastisches
Phidnomen. In Anlehnung an F. Benford (1938) nenne ich es
einmal "Das Gesetz der abnormalen Zahl". Grob gesagt geht
es dabei um folgendes:

Wir beobachten eine positive Zufallsvariable mit grofem
Wertebereich (etwa in die Milliarden hinein). Beispiel: Wir
widhlen aus der Tageszeitung eine Zahl zufdllig aus (etwa
die zweite positive Zahl in der dritten Spalte auf Seite
4). Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist deren erste Ziffer
eine 17

Spontan antworten viele hier mit 1/9, mit dem folgenden Ar-
gument: Fir das Favorisieren einer bestimmten Anfangsziffer
gibt es keinen Grund - eine ist so wahrscheinlich wie die
andere. Bei 9 mdglichen Anfangsziffern 1,2,...,9 mup daher
die Wahrscheinlichkeit fiir jede gleich 1/9 sein.

Dieser Logik widerspricht die Empirie jedoch ganz eklatant.
Der ndchste Abschnitt referiert ein Experiment dazu, das
sich auch im schulischen Statistikunterricht leicht wie-
derholen l&Bt. Eine theoretische Begriindung des Ergebnisses
folgt in Abschnitt 3.

2. Zahlen in Zeitungen

Die folgende Tabelle zeigt die Hiufigkeit der Anfangszif-
fern 1,2,...,9 unter 954 zufdllig ausgewdhlten Zahlen aus
englischen Tageszeitungen (die Times vom 7. und 16. Juli
1990 und der Daily Telegraph vom 9. Juli 1950). Neben den
empirischen sind auch schon die im dritten Abschnitt noch
abzuleitenden theoretischen Werte eingefiigt:
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Tabelle 1: Ziffernverteilung

Ziffer 1 2 3 4 5 6 7 8 9 z
empir. H&ufigk. 301 157 102 93 84 77 46 49 45 954
theor. Haufigk. 287 168 119 92 76 64 55 49 44 954

Wir sehen, kleine Anfangsziffern kommen weit h#ufiger als
gropBe vor, die 1 etwa achtmal so h#ufig wie die 9. Auerdem
korrespondieren die empirischen H&ufigkeiten gut mit dem,
was laut Theorie zu erwarten war: Der X2-Anpassungstest
liefert als Priifgr&pe

Ij.1%(empir. - theor. Haufigk.)Z2/theor. Haufigk. = 6.95,

welt weniger als die kritische Grenze (bei einem Signifi-
kanzniveau von 5 Prozent und einer X2-Null-Verteilung mit 8
Freiheitsgraden) von 15.51.

Die obige Tabelle beriicksichtigt sowohl den redaktionellen
wie den Werbeteil. Pro zuf&llig ausgewdhlter Seite gingen
alle auf dieser Seite in welchem Kontext auch immer abge-
druckten Zahler ‘- die Untersuchung ein. Eine Anzeige fur
den neuen Mazca 6.6, mit drei Jahren Garantie und Preis
10549 Pfund, 1 .efe: te also die Anfangsziffern 6, 3 und 1.
Die 2.5 Milli:rder Pfund Regierungsunterstiitzung fir die
englische Komm nalx arwaltung brachte eine 2, ein 45-j&hri-
ger knapp eine . Bol benattentat entgangener Taxifahrer eine
4, die bei der Toct ter Breschnews beschlagnahmten 65000 Ru-
bel eine 6 und so frt. Unberiicksichtigt blieben allein die
Kopfleisten de: Se: ten mit Datum und Seitenzahl, da diese
Zahlen nur mit jrof:r Mihe als "zufdllig" zu interpretieren
sind. Zugleich wir! so der Einwand ausgerdumt, die grofe
Haufigkeit der "1" beruhe nur auf der Dominanz der 1 als
erster Ziffer »jei Jahreszahlen. Bei Ermiidung meiner Aus-
zéhl-Helfer wur le dis Experiment beendet.

M8gliche Stolpe rste ine bei einer Wiederholung dieses Expe-
rimentes im Scl ilun :erricht sind Telefonnummern mit einer O
am Anfang (hie: Hu: de die erste von O verschiedene Ziffer
als erste Zif:eE: ibernommen) oder Sportergebnisse. Hier
wurde etwa bei :iMe | Tennisresultat von 6:4 nur eine 6 ver-

merkt. Auch di:jiu;wahl der Zahlen selbst kann natiirlich
nach einem ander%? ils dem obigen Schema geschehen.

)
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3. Der mathemat .Sgh : Hintergrund

=
Die zundchst sc Q}r)lﬁffende Tabelle 1 geht auf ein allge-
meines Resultat @u stetigen Zufallsvariablen modulo 1 zu-
rick. Damit ist ih rormalem Deutsch einfach der Nachkomma-

teil des zuf#ll.

riable X den We

e

Wertes gemeint. Hat etwa die Zufallsva-
75, so hat X modulo 1 (im weiteren °X)
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den Wert 0.75. Derart reduzierte Zufallsvariablen haben als
Wertebereich also das halboffene Intervall [O,1).

Lemma (siehe Feller, 1971, S. 62):

Hat eine stetige Zufallsvariable X die Dichte f(x), so hat
die reduzierte Fassung ©®X von X die Dichte

g(x) = En=_Q“f(x+n).

Der Punkt ist nun: FUr viele stetige Zufallsvariablen X mit
groBem Wertebereich (etwa solche mit unimodaler Dichte und
gropem Erwartungswert wie gropfer Varianz) ist die Funktion
g unabhingig von der Gestalt der Ausgangsdichte f nahezu
konstant, d.h. die Modulo 1 reduzierte Zufallsvariable ist
anndhernd gleichverteilt. Der Beweis fir den einfachen
Fall, dap die Dichte f von X bis zu einer Stelle a monoton
wachst, in a ihr (sehr kleines) Maximum erreicht und fir
x>a monoton f&allt, findet sich bei Feller. Jedoch ist die-
ser Beweis fir den Schulunterricht wohl zu kompliziert.
Stattdessen kann man das Resultat sehr schén durch ein phy-
sikalisches Experiment, etwa das sogenannte "Glicksrad",
das man friher oft auf Jahrm3rkten sah, veranschaulichen:
Dieses Gliicksrad ist eine grope bunte Scheibe, in verschie-
dene Sektoren unterteilt, die der Schausteller in Schwung
versetzt und deren Scheitelpunkt bei Stillstand den Gewinn
bestimmt.

Schaubild 1: Gliicksrad

Die Ziffern 1 - 6 sind anndhernd gleichwahrscheinlich.
Die Approximation der Gleichverteilung ist umso besser,
je 8fter sich das Glicksrad dreht.
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Denken wir uns nun den Umfang des Gliicksrades von der Lange
1, so ist der insgesamt vom urspriinglichen Scheitelpunkt
pro Versuch zuriickgelegte Weg eine Zufallsvariable X, und
die Entfernung bei Stillstand des urspriinglichen Scheitel-
punktes vom Zenit bei Stillstand der Scheibe deren redu-
zierte Version ©X. Nun ist X sicher nicht gleichverteilt,
wohl aber, zumindest annshernd, ©X. Jedenfalls gehen sowohl
Jahrmarktsgdste wie Schausteller ohne nachzudenken immer
davon aus. Alle Punkte des Scheibenrandes liegen bei Still-
stand mit gleicher Wahrscheinlichkeit obenauf, oder anders
ausgedriickt: die Endposition eines gegebenen Randpunktes
ist gleichverteilt.

Genauso zeigt auch das Glicksspiel "Roulette" das obige
Lemma in Aktion. Im Unterschied 2zum Jahrmarkts-Glicksrad
dreht sich hier jedoch der Feststellfinger, wenn auch in
entgegengesetzter Richtung, sozusagen mit. Mit anderen Wor-
ten, die zwischen diesem und dem urspriinglichen Scheitel-
punkt erzeugte Distanz vergrdpert sich ganz instinktiv, und
ohne das obige Lemma zu kennen, haben also die Erfinder des
Roulettes erkannt, dap mit steigendem Wertebereich von X
die Approximation der Verteilung von ©X durch die Gleich-
verteilung immer besser wird.

Der Zusammenhang mit unserem Ausgangsproblem ist nun wie
folgt:

Sei X eine zufdllig aus der Zeitung ausgewdhlte Zahl. Die
erste Ziffer von X ist k genau dann, wenn

k*10™ s X < (k+1)10M

flir ein geeignetes n. Diese Ungleichung ist aber &quivalent
zZu

n + log(k) < logX < n + log(k+l),

mit "log" gleich Logarithmus zur Basis 10. Aus dieser Fas-
sung sehen wir jedoch, dap die erste Ziffer von X gleich k
ist genau dann, wenn fiir die reduzierte Fassung ©°z von
Z=logX gilt:

log(k) < ©Z < log(k+1). (1)
Die Zufallsvariable ©Z ist aber im Lichte unseres Lemmas

anndhernd gleichverteilt. Daher betr&dgt die Wahrscheinlich-
keit fiir das Ereignis (1) also log(k+l)-log(k), d.h.:
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P(k=1) = log(2) - log(l) = 0.301,
P(k=2) = log(3) - log(2) = 0.176,
P(k=3) = log(4) - log(3) = 0.125,
P(k=4) = log(5) - log(4) = 0.097,
P(k=5) = log(6) - log(5) = 0.079,
P(k=6) = log(7) - log(6) = 0.067,
P(k=7) = log(8) - log(7) = 0.058,
P(k=8) = log(9) - log(8) = 0.051,
P(k=9) = log(10)- log(9) = 0.046.

Durch Multiplikation dieser Wahrscheinlichkeiten mit 954
erhalten wir dann (bis auf die Rundungsfehler) die letzte
Zeile von Tabelle 1. Wie wir dort sehen, stimmen diese
theoretischen Werte verbliffend genau mit den empirischen
Beobachtungen tiiberein.
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