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Berechnpng von Binomialkoeffizienten mit minimalen ganzzahligen

Zwischenwerten

von Hans Kilian, Universitit Dortmund

Zusammenfassung : Es wird ein Algorithmus zur Berechnung von Binomialkoeffizienten

HE.

angegeben, bei dem alle wihrend der Rechnung auftretenden Zwischenwerte gahzzahlig und

k

(sniax:(n,k’,[n])“
sind.

Manchmal braucht man die Werte von Binomialkoéffizienten exakt und als ganze Zahlen,
z.B. fir Abzihlprobleme oder fiir zahlentheoretische Zwecke. Wegen des beschriinkten
Zahlenraumes ganzer-Zahlen von Computern ist es dann wichtig, Binomiaikoeffizienten so
berechnen zu konnen, daB dieser Zahlenraum optimal ausgenutzt wird. Wir suchen daher
nach einem Verfahren, das die Bedingung erfiillt; daB alle wihrend der Bérechnung
auftretenden Zwischenwerte ganzzahlig und < '

) max (a, &, (£])

sind. Mehr kann man in dieser Hinsicht offensichtlich nicht verlangen.

Geht man davon aus, daB

H

definiert ist als dic Anzahl der k-Teilmengen einer n-Menge, so ist es verniinftig,
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(2) (E]=O fir k>n

zu setzen. Im folgenden sei daher k < n. Dann giit bekanntlich :
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Von dieser Darstellung der Binomialkoeffizienten durch Fakultiten fiir eine numerische Be-
fechnung auszugehen, wire allerdings das Gegenteil einer optimalen Berechnung. weil man
dann nicht einmal ’ '
( 1000] i
0

ausrechnen konnte.

Erster Versuch zur Losung unserer Aufgabe: Wir gehen aus von (3) und rechnen so:
[ '] = n:le(-1):2¢ (n-3):3 ...

wobei die rechte Seite die er Gle chung von links nach rechts abzuarbeiten ist. Dies ist schon
recht gut, und man bleibt dabei uch stets im Bereich ganzer Zahlen, also im Integerbereich
des Computers, weil von z»g‘dq__’i a feinanderfolgenden Zahlen eine gerade, von drei aufeinan-
derfolgenden Zahlen einc diftch 3 teilbar sein muB usw. Aber die Forderung (1) ist nicht

immer erfillt. Gegenbeis i€E
)
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Der Zwischenwert 90 is 2§ g )8! Fiir die Berechnung von Binomialkoeffizienten “von

1'10:1He9):2 = 90:2 = 45

ule 1% (1
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Hand" mit elektronischen Tggch nrechnern ist dieses sehr einfache Verfahren aber eine sehr

brauchbare Methode.
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Zweiter Versuch und erste Losung: Man verwendet die Rekursions-/Iterationsformel

5 n+l) _ fn o it [“ =1 1<ks<
5) { K Kl (k-1 mi 0 g ( | n)
Diese erfiillt ohne weiteres die obige Bedingung, da in der Darstellung der Binomialkoeffi-

zienten nur positive und ghnzzahlige Summanden auftreten. Allerdings fiihrt sie zu einem ex-
ponentiellen Anwachsen des Bedarfs an Speicherplatz und ist deshalb i. a. nicht geeignet.

Bemerkung: Es ist iiblich, solche Formeln allgemein als Rekursionsformeln zu bezeichnen.
Das bedeutet aber mcht daf man sie nur in Form emer Rekursmn fiir eine praknsche Be-
rechnung benutzen kann Sondern sie konnen auch als Grundlage einer iterativen Berechnung
von geeigneten Anfangswerten aus benutzt werden. Diese sind im allgememcn vxel effektive-
re Berechnungsverfahren. Allerdings ist es manchmal schwieriger, die notwendxgen Iterano-
nen von den Anfangswerten her zu orgamsnex_'en, wxg auch hier im Fall der Formel (5). Auch
Schiiler konnen dies leicht erkennen, wenn man ein Pascalsches Dreieck bentuzt, von dem
ich hier eine Variante als Tabelle 1 angebe, die auch die Werte von

(z] fir k> n

andeutet. Man erkennt auch, daB die Losung iiber. (5) dann angebracht ist, wenn man die
Werte aller Binomialkoeffizienten

[;J fiir 0<k<n

gleichzeitig braucht.

Dritter Versuch und zweite Losung: Wir benutzen die Rekursionsformel

n n, n-1 .
= = fir 1 < <
[k] X (k—l] k<n

v

zu der man eine sehr emfache und anschauhche Herleitung bei Engel findet ( siehe [1]), und

zwar in der folgenden Form :

.38 -
(6) [L‘} - (L‘:}} Sk ggTkm)e (n: geT(km) |

d.h. wir kiirzen zunichst stets den Bruch n/k .

Beispiel:

wird interativ berechnet iiber

NN HRER RN

210

[10] - ({2];2).5 = (84 :2)¢ 5

Da die hier definierten Binomialkoeffizienten Anzahlen darstellen, also ganze Zahlen, muf
die Zahl k : ggT(k,n) stets ein Faktor von

(n—l]
k-1
sein, man bleibt also im Bereich ganzer Zahlen, und wegen (6) und (7) unterhalb der Grenze

(1). Wenn man dagegen

n n-1
tk)e
[k] as | [k-l] Jen
ohne das Herauskiirzen des ggT(n,k) berechnen wiirde, konnte man u.U. aus dem Bereich

ganzer Zahlen herausfallen.

[g] - (m:z).s wnd 7:2¢N

Beispiel:

Es ist auch hier sehr anschaulich und lehrreich, sich den "Iterationsweg"

im Pascalschen Dreieck anzusehen (siehe Tabelie 2).
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Tabelle 1 : Tabelie der Binomialkoeffizienten || fir0 < n < 10,0 <k’ < 7. .
k Tabelle 2 : Iterationsweg bei der Berechnung nach (6)
Die Iterationsschritte zur Berechnung von (1‘?] mit (5) sind durch Pfeile angedeutet.
»
+
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Insgesamt erhiit man so folgenden Algorithmus zur Berechnung von

¥

k

fiir k, n € N, unter der Nebenbedingung, daB alle Zwischenwerte, die bei der Berechnung
auftreten, ganzzahlig und

sind:

() Firn > k ist

(ID) Fir n = k = n/2 ersetze k durch n - k gemiB der Formel
HEAN
k n-k
n
=1
(5

(IV) Sonst (d.h. fiir 1 < k < n/2 ) verfahre iterativ nach der Formel/Darstellung

i

[n] = (E:}] t(k : ggT(k,m) e (n : ggTlk,n)

Die folgende Produktdarstellung von Binomialkoeffizienten, die sich fiir 1 < k < n direkt
aus (IV) ergibt, ist vermutlich leichter direkt in eine Programmschleife zu iibersetzen:

[E] =11 n_:“i = JI (m-k+) : ggT(a-k+i,i)) : G : ggTn-k+i,D)
[23] . =l

-
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Bemerkungen:
1) Alle Divisionen kénnen als Ganzzahldivision div verstanden werden.
2) Der Euklidische Algorithmus liefert bekanntlich ein sehr effektives Verfahren zur

Berechnung der hier benétigten ggT's. -

Ich danke den Gutachtern dieses Aufsatzes fiir wichtige und wertvolle Hinweise.
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