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Ein Geburtstagsproblem

von Georg Schrage, Dortmund

Zusammenfassung:Am Institut fiir Didaktik der Mathematik der Universitit Dort-
mund gibt es alle Jahre ein auBergewshnliches Ereignis zu feiern: Drei von insgesamt
fiinfzehn Institutsmitgliedern haben am 28. Juli Geburtstag.

Die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit. in einer Gruppe von n Personen zwei (oder
mehr) am gleichen Tag Geburtstag haben, ist ein Standardproblem fiir den Stocha-
stikunterricht. Das Zusammentreffen dreier Geburtstage legt es nahe zu untersuchen,
mit welcher Wahrscheinlichkeit drei von fiinfzehn (allgemein: drei von n).Personen am
gleichen Tag Geburtstag feiern.

Das Geburtstagsproblem in seiner iiblichen Form lést man, indem man
die Wahrscheinlichkeit fir das komplementire Ereignis - ndmlich, dafl
alle n Personen an verschiedenen Tagen Geburtstag feiern - berechnet.

Es gilt

W (mind. zwei Personen haben einen gemeinsamen Geburtstag)

= 1 — W{(alle n Personen haben verschiedene Geburtstage)

| _ (365364 ... (366 - n))
365" '

Fiir unsere Variante des Problems machen wir einen analogen An-
satz. W(n, z) bezeichne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl es bei einer
Gruppe von n Personen genau z Tage gibt, an denen jeweils zwei (und
nicht mehr) Angehérige der Gruppe Geburtstag haben, wihrend die
iibrigen n — 2 - z Personen alle verschiedene Geburtstage haben. Fiir
die Wahrscheinlichkeit Wk, dafl drei der n Personen einen gemeinsa-
men Geburtstag haben, gilt damit

Wk=1—UVM£}+WWLU+”AJVWJ9H. (1)

Eine direkte Lésung

Die Wahrscheinlichkeit, dafl keine zwei Personen gemeinsam Geburts-
tag feiern, ist

) EORE = O 366 — n)
I/V(n,0)=360 364 - ... (366 n)

365"
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(Es gibt 365 - 364 - ... - (366 — n) Moglichkeiten, die Geburtstage von
n Personen so auf die 365 Tage des Jahres zu verteilen, daf keire
zwei Geburtstage auf einen Tag fallen. Die Anzahl aller moglichen
Verteilungen von n Geburtstagen betrdgt 365". Es wird unterstellt,
daf} jeder dieser Verteilungen die gleiche Wahrscheinlichkeit zukormt .)

W(n, 1) erhilt man wie folgt: Es gibt (g) -365 Moglichkeiten, zwei der n
Personen auszuwihlen und ihren gemeinsamen Geburtstag festzuiegen.
Die iibrigen n — 2 Geburtstage kénnen dann noch auf

364-363-...-(365—(n—-2))

Arten so verteilt werden, daf} alle auf verschiedene Tage fallen. Daraus
ergibt sich
_(5)-365-364-...- (367 - n)

Wi(n,1) = 3650 .

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl es genau zwei Tage gibt, an denen
zwei Personen ihren Geburtstag feiern, ergibt sich entsprechend zu

1(3)(";%)365-364-363-...- (368 — n)

Win2) =35 365"

(Hier ist darauf zu achten, daf} die Reihenfolge, in der die beiden Zwei-
ergruppen, deren Mitglieder jeweils einen gemeinsamen Geburtstag ha-
ben, ausgewihlt werden, nicht relevant ist.). Entsprechend geht es
weiter. Fiir n = 15 erhilt man



1 15
Wk = 1-——[365- ... 35 . 365 - ....-35
355151365 - 304 301+(2) 365 - 364 352
1(15\ 13\ ... . )
+§<2>(2)-363-364-...-303
1 (15 (13 3) 365 .36 ]
+ﬁ(2)<2)-...-(2/ 1365364 - ... 358
(3) /5) (7) .
= 1— o ( 2 1 \2/ 1 2 1
(9()(((“‘(7-357+ Vs T sasm Y
11 13
N ¢)) B oLy
Tam T et Tty
(_125_)+1)'(365-364-...-351))
351 3651
3 10 21
32((((((7-357+ Va5 tY
55 78 105
. 1) - 1) 211y, 222
T35 "V 53 T T s Y
351-352-... 364
36514
= 0.0033

Der Ausdruck sieht recht kompliziert aus, ldfit sich aber in der obigen
Form mit einem Taschenrechner mit méifligem Aufwand berechnen.

Eine rekursive Losung

Eine elegante, computergerechte Losung fiir die Gleichung (1) fin-
det man durch eine rekursive Beschreibung der Wahrscheinlichkeiten
W(n, z). Mit W(n, z) haben wir die Wahrscheinlichkeit dafiir bezeich-
net, dafl an z Tagen jeweils zwei von n Personen ihren Geburtstag
feiern, wihrend alle {ibrigen € = n — 2 - z Personen ihre Geburtstage
einzeln feiern. Fir die folgenden Uberlegungen ist es hilfreich, bei der
Notation dieser Wahrscheinlichkeiten den Parameter e mit anzugeben.
Wir ersetzen also die Bezeichnung W(n, z) durch W(n, z, e), wobei gilt
n=e+2-z

Fiir W(n, z,e) gelten offenbar die Randbedingungen
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1 W(1,z,e)=W(1,0,1) =1,
2. W(n,0,e; =W(n.0,n)=Wmn-10n~-1) 8=
3. I'V(Tl,l,o) — W(n-1:-11) )

365
Im iibrigen gilt die rekursive Beziehung

1. W(n,z,e)=W’(n—l,z,e——l)-magg—"'+ﬁ"(n—1,2—1.e+1)'%"6%.

Das Verfahren zur Berechnung von W(n, z,e) gemifl dieser Rekursion
ist offenbar endlich, da in jedem Rekursionsschritt der Parameter n um
eins erniedrigt wird. Die Rekursion endet somit stets bei der bekannten
Wahrscheinlichkeit ¥(1,0,1) = 1.

Zur Erlauterung der Rekursion: Werden n Personen der Reihe nach
ihre Geburtstage zufillig zugeteilt, so gibt es zwel Moglichkeiten zu
einer Geburtstagsverteilung vom Typ (n,z,e) mit z > O und e > 0
zu kommen: Entweder die Verteilung der ersten n — 1 Geburtstage
ist vom Typ (n — 1, z,e — 1), und der n-te Geburtstag fillt auf einen
der 366 — e — 2 noch freien Tage, oder die Verteilung der ersten n -1
Geburtstage ist vom Typ (n — 1,z —1,e+ 1), und der n-te Geburtstag
fallt auf einen der e + 1 mit genau einem Geburtstag belegtenTage.

Die Wahrscheinlichkeit fiir den ersten Fall ist ¥ (n—-1.z,e = 1) E—%g—

die fiir den zweiten Fall ist W(n — 1,z — 1.e + 1)§5. Daraus folgt die
Rekursionsgleichung (4).

Legen wir noch fest, dafl gelten soll '(n,z,e) = 0 falls : < 0 oder
e < 0, so ergeben sich die Beziehungen (2) und (3) als Spezialfille von
(4). Damit kénnen wir zusammenfassen:

0 falls 2 <0 odere <9,
Win,z,e) = 1yfallsn=1,:=0unde=1. 2)
W(n~1,z,e —1)(366 — z — ¢€)

+W(n-1,2—1e+1)(e+1)/365 sonst.

Wer etwas Routine im Umgang mit rekursiv definierten Funktionen
hat, wird diese Darstellung vielleicht als leichter verstdndlich empfin-
den, als die oben hergeleiteten expliziten Formeln zur Berechnung von
Wi(n, ).
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Die rekursive Forin (2) 146t sich in jede Programmiersprache, die die
Definition rekursiver Funktionen gestattet, iibernehmen. In TRUE
BASIC, einer modernen Version der Programmiersprache BASIC, die
neben dem Komfort einer Interpretersprachie auch volle Unterstiitzung
zur Strukturierung von Programmen bietet, lautet der Algorithmus:

Function Wk(n, z, e) 'Rekursive Def. der Funktion Wk
IF 2 < 0ore<0THEN
LET Wk=0
ELSE
[F n=1 THEN
LET Wk=1
ELSE
LET Wk=(Wk(n-1,z,e-1)(366-z-¢)+Wk(n-1,2-1,e+1) 5
END IF
END IF
END DEF

INPUT n 'Hauptprogramm
FOR z =0 TO INT(n/2)
LET W =Wk(n,z,n-2.2)
LETS=S5+W
NEXT z
PRINT 1-5
END

Rekursionen dieser Art sind sehr speicherplatz- und rechenaufwendig.
Diese Schwierigkeit 148t sich dadurch umgehen, dafl man Tabellen fiir
die Wahrscheinlichkeiten W (n, z,e) anlegt. Gemifl (2) braucht man
dabei jeweils nur auf zwei zuvor berechnete Werte der Tabelle zuzu-
greifen. Man kann hierfiir auch ein Programm zur Tabellenkalkulation
einsetzen.

Die folgende Tabelle zeigt einige so berechnete Wahrscheinlichkeiten

fir das Zusammentreffen dreier Geburtstage.

n |20 40 60 80 100 150 200
Wk [0.00824 0.0669 0.207 0.418 0.646 0.965 0.9995

Simulation

Wo ein Computer verfiigbar ist, sollte eine Behandlung des Problenis
durch Simulation nicht fehlen. Hier das einfache Programm:

DIM Tage(365) !Feld mit einer Komponente
RANDOMIZE 'fiir jeden Tag des Jahres
INPUT n,s In=Anzahl der Personen,
!Is=Anzah! der Simulationen
FORk=1TOs
FOR i=1 TO 365
LET TAGE(i)=0 'Initialisieren des Feldes
NEXT i '
LET M=0 !Max. Anzah!l von Geb.tagen
'an einem Tag
FOR i=1 TOn
LET G_tag=INT(365xRND)+1 'Auswahl eines Geb.tags

LET TAGE(G_tag)=Tage(G.tag)+1
LET M=MAX(M,Tage(Gtag))

NEXT i
PRINT M !Max. Anzahl von Geb.tagen
tan einem Tag
NEXT k !Nachste Simulation
END

Zur Erlauterung des Programms:

Durch DIM Tage(365) wird ein Feld mit den Komponenten 1 bis 365
erzeugt. In diesem Feld werden die Anzahlen der Geburtstage gespei-
chert, die bei der Simulation auf die Tage 1 bis 365 des Jahres fallen.
Die Anzahl n der Personen, deren Geburtstage simuliert werden und
die Anzahl s der Simulationen von jeweils n Geburtstagen, werden vom
Benutzer angegeben. In der Variablen A/, die zu Beginn jeder Simula-
tion auf 0 gesetzt wird, wird die maximale Anzahl von Geburtstagen,
die auf einen Tag fallen, festgehalten. Nach jeder Simulation von n
Geburtstagen wird der Wert dieser Variablen ausgedruckt.

Eine siunvolle Erginzung des Programms wiire es, die Anzahl der Si-
mulationen zu notieren, in denen drei oder mehr Geburtstage auf einen
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Tag gefallen sind.

Die exakte Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir das Zusammentref-
fen dreier Geburtstage diirfte wegen ihres Schwierigkeitsgrades einem
Leistungskurs Mathematik oder dem Studiumn vorbehalten sein. Die Si-
mulation des Problems dagegen sollte jedemn Informatikkurs zugingig
sein. Aus der Sicht des Informatikunterrichts handelt es sich dabei um
eine interessante Ubung fiir den Umgang mit Zufallszahlen, dimensio-
nierten Feldern und rekursiv definierten Funktionen.

Fir den Autor liegt der Reiz des Problems jedoch in der Verbindung
vielfaltiger Aspekte aus Kombinatorik, Numerik und Informatik.

Diese Arbeit ist Frau U.Jordan, Herrn Dr. J. Floer und Herrn Pro-
fessor Dr. E.Ch. Wittmann anldfilich thres Geburtstages am 28. Juli
1989 gewidmet.
Sie erschien urspringlich in “Mathematische Semesterberichte”, 1990,
37, S. 251-257





