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Mensch-iirger-dich-nicht und Zufallsvariablen
von Gunter Stein, Darmstadt

Zusammenfassung: Die mittlere Schrittzahl beim Mensch-drger-dich-nicht-Spiel 148t
sichaufverschiedenc Weiscn berechnen. Dic unterschiedlichen sungsmethoden(cine Sammiung
aus verschiedenen Stochastikkursen) werden im Hinblick auf ein formalabstraktes Konzept der
Zufalisvariablen diskutiert. Solche anspruchsvollen Aufgaben, von motivierten und ideenreichen
Schiilern bearbeitet, licfern eine Fiille von Losungsideen, die dazu anregen, emeut iber das Leh-
ren und Lernen von Mathematik nachzudenken.

Schwierigkeiten mit Zufallsvariablen im Stochastikunterricht knnen verschiedene
Ursachen haben: Bei der Einflihrung sind es die Sprech-und Schreibweise. Eine Zu-
fallsvariable ist weder *‘ zuflillig”” noch ‘‘variabel’’, sondern eine reellwertige Funktion
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum Q. DaB diese Funktionen mit groBen Buchstaben,
X:Q->R, bezeichnet werden und Ereignisse {@o[X(m)=a} als X=ageschrieben werden,
ist fiir das Verstiindnisebenfalls nicht forderlich. Allerdingsist diese abstrakte Begriff-
lichkeitnlitzlich beiweiteren Definitionen, beispielsweise bei der Unabhiingigkeitsdefini-

tion von Zufallsvariablen, und zum Beispiel beim Beweis, daBl der Erwartungswert E
ein linearer Operator auf der Menge der ZufallsgroBen ist. Bei den Anwendungen
spielt die Formalisierung der Zufallsvariable als eine mefibare Funktion keine Rolle.

Im Mathematikunterricht werden die terminologischen Schwierigkeiten teilweise
umgangen, indem manmdglichst bald zur Verteilung ibergeht bzw. formuliert: Eine
Zufallsvariable liegt dann vor, wenn bei einem Zufallsexperiment reelle Zahlen
XXX ... mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten p,,p,.p,,... erscheinen. Diesermdglicht
dann die Deutung der Zufallsvariable als Gliicksspiel; der Erwartungswert E=x, p, +
X, P, +X, P, +... istdann der mittlere Gewinn, der sichbeim Drehen des Glticksrades
ergibt, wenndie Auszahlungenx X, X,,.. mltdenWahrschcmhchkeltmpl,pz,ps,

folgen(Abb. 1). -
Ps 17 P
A A Abb. 1

"

Auch die Interpretation von E als Massenschwerpunkt kann zum Verstéindnis hilfreich
sein (Abb. 2).
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Abb. 2

Aber auch diese methodische Hilfe, bei der ein schwieriger Sachverhalt auf die Ver-
stindnisebene von Schitlern herabtransformiert wird, bringt noch Schwierigkeiten mit
sich. Es gibt Aufgaben, bei denen ein allzu starres Begriffskonzept der Zufallsvariablen
einfache Berechnungen von Erwartungswerten behindert.

Dies soll an einem Beispie! des Mensch-drger-dich-nicht-Spiels erlautert werden, und
zwar geht es um die Berechnung der mittleren Schritizahl. Dabei ist zu beachten, daB
man nach einer 6 noch einmal witrfeln darf, . h. man darf so lange vorriicken, bis keine
6 mehr erschemt. (Ohne diese Spielregel ist die mittlere Augenzahl bekanntlich
1/ (14243 +4+5+6)=21/ = 3,5)

Um ungefihr abzuschétzen, um wieviel man weiter als 3,5 ziehen kann, konnte das
Problem vorab mit einem programmierbaren Taschenrechner oder auf einem Tisch-
rechner simuliert werden. Das Programm (Abb. 3) liefert bei 10000 Simulationen eine
Schrittweite von 4,1964:

N=0:5=0

A= [6*RND] + 1
S=S+A
A=6

N=N+1
IF N < 10000
PRINT S/N

Abb. 3

Bei emem Ansatz, der dem formalen Konzept entspricht, setzt man
Q= {o» =(6,6,...,6,a)[a=1,2,3,4,5} = {a,6a,66a,...}
(i

neNo a=1,2,3.4.5
"

plw) = (/) X: o->6n+a.
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. 3
Die Berechnung des Erwartungswertes E= £ % (6n+a)(*/ ™! fushrt auf eine unendli-

=0 =]

che Reihe, deren Summation den Schiilern i.a. nicht gelsufig ist. Auch ein etwas weni-
ger formaler Ansatz vereinfacht die Reihe kaum:

Schrittzahl [12..5 | 78.1113..17 [ 19..23 | ...|
Wahrscheinlichkeit | 1/6 | 1/6* | 16® | 1/6* | ..|

1 1 1
E==(142+.. 45) + — (7+8+..+11) + — (13+.. +17) +...
6 6 6

1 1 1 15 3 5 7
=—5 + —45 + —T5 +.. = — (1 4=t tmmt ),
6? 6 6 6 6 6

Auch der Versuch, die mittlere Wurfzahl W zu ermitteln und diese dann mit 3,5 zu mul-
tiplizieren, um die mittlere S chrittzahl E zu erhalten, fithrt aufkeine den Schiilern bekannte
Reihe:

Wrfe 1 2 [ 3 | 3 |.
R
Wahrscheinlichkeit l = ' @y_‘(.y_l_
15 15 15. 5 2 3
W=l—t2mm +3mm + hmet = (I b b et )

6 66 6°6 6°6 6 6 6 6

Mancher Lehrer mag sich bei diesen Lésungsansitzen zu Recht fragen, ob es sich wegen
dieser Aufgabe lohnt, die Summenformel fiir die Reihe

S=1+2q+3q*+4¢ +..,, O<jgl<t
herzuleiten, denn dazu braucht man die geometrische Reihe
1

1+q+@+@+.. =,
Iq

Fiir die Berechnung von S im Unterricht gibt es verschiedene Maglichkeiten:



1 1
= — (l+g+g+. ) =——

1
) l+q+q?+q+.. =
(l) q+q q l-q l-q (l_q)z

+q+qz+q’+~--+q1—_&-

+q2+q3+...+q2-1—-—
-q

+@@ .t

(i) S=1+2q +3@+4¢+ ...
q@S=q+2¢*+3¢+ ...

1
S-gS=1+q+¢+g+.=—
1-q
(iii) Der eleganteste Beweis setzt Analysiskenntnisse voraus:

d d 1 1
S=—(@+¢+g+.)s—(—-)7—
dq

dq 1-q (1-9?
Somit ergibt sich fir die mittlere Wurfzahl

5 1 6 21 21
W= =—undsomit E=W-—=-—=42.

6 1 5 6 5
(- -6')2
y

;
\@

m

Abb. 4

it i 5
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1 1 6
AusW=1+gm und m=1+-6-m folgt W=;.

Die Mittelwertstegeln fiir Markow-Ketten sind zwar ein hervorragendes Beispiel da-
filr, wieman einen schwierigen Sachverhaltbis auf Mittelstufenniveau herabtransformie-
ren kann, aber die Behandlung im Unterricht ditrfte eher die Ausnahme sein.

Eine Schwierigkeit fir den Lehrer im Stochastikunterricht besteht darin, daBl Schiiler
zueiner Aufgabe verschiedene, oft falsche Losungen finden, bei denen es oft groie Mii-
he macht, falsche Denkansatze aufzukliren. (Die Besprechung falscher Schiilerlosungen
vor der gesamten Klasse ist nicht unproblematisch, da nicht wenige Schiiler durch die
ausfuhrliche Exérterung falscher Ansitze eher verwint als aufgeklart werden.) Ebenfalls
schwierig kann es fiir den Lehrer werden, wenn Schiller einen anderen Losungsweg
finden, der méglicherweise leichter und eleganter als der des Lehrers ist. Zum Beispiel
folgende 1.6sung:

Nach einer Serie von Sechsen riickt ein Spicler zum AbschiuB im Mittel 1*2++4+%/ =3
Schritte vor Davor wirft er im ersten, zweiten, dritten, ... Wurf eine 6 mit der Wahr-
scheinlichkeit 1/6, 1/6%, 1/6°, ... Somit gilt

1 11 6
E=6(+—+—+.)+3==+3=42
6 6 6 5

Eine andere Zerlegung des Spielvorgangs liefert

E= 1 1 2(l 1 1 ) 6 1 1 1
=l(mt —t—t )+ 22—t —t =t ) F . A Gt —t—t
6 6 6 ) 6 6 6 (6 6 6 )
1+2+3+4+5+6 L] 21 - 2!
=(1+2+3+4+5+6)(—=+—+—+_.)=2l——e= —,
( )(6 6 6 ) 61 1 5
6

Eine Erkldrung fiir den Summanden 2(1/6+1/6%+1/6%+...) beispielsweise kénnte sein:
Man kann 2 Schritte machen beim ersten Wurf mit Wahrscheinlichkeit 1/6, beim zwei-
ten Warf mit 1/6% usw.

Will man fiir den so berechneten Erwartungswert den zugehdrigen Wahrscheinlichkeits-
raum und die Zufallsvariable bestimmen, so wird dies nicht einfach sein. Dieser Lo-
sung ist nicht anzusehen, daf die Wiederholungszahl 6 eine besondere Rolle spielt,
bzw. man kann zu der erstaunlichen Einsicht gelangen, daB es filr die mittlere Schritt-
zahi vollig gleichgiiltig ist, ob man nach einer 6 oder nach einer 1 noch einmal witrfeln
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darf Ruckblickend wird man die Unabhangigkeit von der Wiederholungszahl schon
aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzah! der Wiirfe entnehmen konnen.
Aber diese Einsicht aufgrund mathematischer Formeln hat einen sehr schweren
Stand gegen die Intuition der meisten Schiiler, daB man “offensichtlich™ bei 66...6a,
a=1,2,3,4,5 viel weiter kommt als mit 11...1a, 2=2,3,4,5, 6. Welcher Mensch-arger-
dich-nicht-Spieler wirde die Spielregel akzeptieren, dab er in Gegensatz zu allen
anderen Mitspielern nur bei der Augenzahl 1 noch einmal wiirfeln darf?

Den Reihen fiir die mittlere Schrittzahl bei den Wiederholungszahlen 6, 1 bzw. 3
1 1 1 1

E=-15+—45+—=75+—=105+ ...
6 6? 6} 6*

1 1 1 1
E=-20+—~25+~=30+~—35+ ...
6 62 6’ 6!

1 1 1 1
E=-18+—33+~48+—63 + ...
6 6 6 6

sieht man nicht ohne weiteres an, daB jedesmal E=4,2 ist. Hilfreich bei dieser Einsicht
kann das Simulationsprogramm sein; dem Computer glaubt man vielleicht eher als der
Symmetrie gewisser mathematischer Formeln. Ersetzt man in dem Simulationspro-
gramm die Zeile IF A=6 durch IF A=1 (oder eine andere Augenzahl), 1aBt sich die Unab-
hangigkeit von der Wiederholungszahl auch empirisch bestatigen.

Ebenfalls unabhiingig von der Wiederholungszahl erfolgt die Berechnung

s 351 351 211 11 211 21
=35435=435—+. . =—(l+—+—+. )= ——=—.
6 6 Tt tE T R

6

Erklarung: Manmacht beimersten Wurf ganz sicherim Mittel 3,5 Schritte, beim zwei-
ten Wurfebenfalls 3,5 Schritte mit der Wahrscheinlichkeit 1/6, zum 3. Wurfkommt
man mit der Wahrscheinlichkeit 1/62und macht dann im Mittel ebenfalls 3,5 Schritte,
usw.

. 1
Es geht auch ganz ohne unendliche Reihen: E=3,5+—E, und zwar aufgrund folgen-
6

der Uberlegung: Beim ersten Wurfriickt man im Mittel 3,5 Schritte vor, ein zweiter Wurf
ist mit Wahrscheinlichkeit '/, moglich, und danach liegt wieder die Ausgangssituation vor.
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Entsprechend interpretiert man die Gleichung

1 1
E=~(1+2+3+4+5)+(6+E)~
6 6

Wenn man statt nach einer 6 nach einer 1 weiterwiirfeln darf, ergibt sich

1 1
E=—-Q2+3+4+5+6)+(1+E)-
6 6
und damit ein weiterer Beweis dafiir, daB E unabhingig von der Wiederholungszahi
ist.

Diese einfachen, eleganten Losungen lassen sich nicht in das Begriffskonzept der Zu-
fallsvariablen einordnen. Das Entdecken solcher Losungen kann durch die formal-ab-
strakte Definition von ZufallsgroBen und Erwartungswerten erschwert werden. Ein
Unterricht, der Schiiler ermutigt und befihigt, nach solchen Lésungsideen zu suchen,
diirfte sich deutlich unterscheiden von einem Unterricht, der Zufallsvariablen als mef-
bare Funktion thematisiert.

Anmerkung: Die Rekursionsformeln fiir den Erwartungswert konnen einen eleganten
Zugang zu Summenformeln der zugehorigen unendlichen Reihen bilden:

Beim “Warten auf den ersten Erfolg” wird das Gliicksrad (Abb. 5) so lange gedreht,
bis die 1 erscheint.

q '
1
Abb. 5
Ereignis [ I ot | 001 | 0001 |..
Drehungen | 1T 7 2 | 3 |4 .

Wahrscheinlichkeit |  1-q | q(1-9) | ¢*(1-@)| ¢*(1-9) | ...

Die mittlere Anzahl D der Drehungen ist zum einen
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D =(1-gX1 +2q+3¢*+4q* + ..).
zum anderen git D=1+gD.

in Worten: Nach einer ersten Drehung muB man mit Wahrscheinlichkeit q ein zweites
Mal drehen. danach liegt wieder die Ausgangssituation vor.

1 1
Also 1st D =— und so.t 1+2q+3¢*+4g>+... = ——

1-q (1-q)?

1
Auch die Summenformel der geometrischen Reihe Zg=-— 14f}t sich leicht herleiten.
l-q

Dader Erfolg sicher irgendwann einmal eintritt, ist die Summe aller Wahrscheinlichkeiten
1. Aus 1=X(1-q)q"=(1-q)Zq" folgt die Summenformel.





