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Mensch-irger-dich-nicht und Zufallsvariablen 

von Gunter Stein, Darmstadt 

Zusammenfassung: Die mittlere Schrittzahl beim Mensch-ärger-dich-nicht-Spiel läßt 
sichaufverschiedcncWeiscnbenx:lmm.Dieunterschiedlichcn~(eineSammlung 

aus verschiedenen Stochastildrursen) werden im Hinblick aufein formalabstraktes Konzept der 
Zufiillsvariablendiakutiert. Solcllcanspruchsvo11enAufgaben, von motivierten und ideepreichen 
SchOlern bearbeitet, liefern eine FOlie von Lösungsideen, die dazu anregen, erneut über das Leh­

ren und Lernen von Mathematik nachzudenken. 

SchwierigkeitenmitZufallsvariablenim Stochasti1nmtenichtköonen verschiedene 
Ursachen haben: Bei der Einfilhnmgsindesdie Sprech-und Schreibweise. Eine Zu­
fallsvariableistwedcrUzuftIllig"noch uvariabel··.sondemeinereellwertigeFWlktion 

aufdem Wahrscheinlichkeitsramnn.DaßdieseFunktionenmitgroßenBuchstaben, 
X:n->IR, bezeiclmetwerden tmdEreignisse {mlX(m Fa} aJsX=agescbriebenwerden, 
ist ftlrdas Verständnisebenfallsnichttbrderlich. AllerdingsistdieseabstrakteBegri1f­
licbkeitnOtzlichbeiweitetenDefinitioncn,beispielsweisebeidcrU~­
tion vonZufallsvariablen, und zum Beispiel beimBeweis, daß der ErwartungswertE 
ein linearer Operator auf der Menge der Zufallsgrößen ist. Bei den Anwendungen 
spielt die Formalisienmg der Zufallsvariable als eine meßbare FWlktionkeine Rolle. 

ImMathematikuoterricht werden die terminologischen SchwierigkeitenteiIweise 
IUngangen, indemmantnöglichst bald zur VerteibmgObeqJeht bzw. formuliert: Eine 
Zufallsvariable liegt dann vor. wenn bei einem Zufallsexperiment reelle Zahlen 
"tOXZ.K:J .... mit bes' j!." !!'C1 I Wahrscheinlicbkciten P1,PZ,P3, ... cnchcineo. DiesCl'lDlOglicbt 
dann die DeutuogderZufiülsvariableaJsGIDcksspiel;derErwartungswertE=x.P1+ 

JS·Pz+~·P3+···istdanndermittlereGewinn,dersichbeim.DrehendesGIOcksrades 

ergibt, wenndieAuszahJ.1DJ8CD"tOXZ.K:J •.. ·mitdeD WahrscheinlichkeitenP1,PZ,P3"" er­
folgen (Abb. 1). 

P. 

Abb.l 

Auch die Interpretation von E als Massenschwerpunkt kann zmn \erstandnis hilfreich 
sein (Abb. 2). 
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Abb.2 

Aber auch diese methodische Hilfe, bei der ein schwieriger Sachverhalt auf die \er­
ständnisebene von Schülern herabtransformiert wird, bringt noch Schwierigkeiten mit 

sich. Es gibt Aufgaben, bei denen ein allzu starres Begriffskonzept der Zufallsvariablen 
einfache Berechnungen von Erwartungswerten behindert. 

Dies soll an einem Beispiel des Mensch-ärger-dich-nicht-Spiels erläutert werden, und 

zwar geht es um die Berechnung der mittleren Schrittzahl. Dabei ist zu beachten, daß 
man nach einer 6 noch einmal WÜrfeln darf, d.h. man darf so lange vorrücken, bis keine 

6 mehr erscheint (Ohne diese Spielregel ist die mittlere Augenzahl bekanntlich 
1/

6
0+2+3+4+5+6)d1/

6
= 3,5.) 

Um ungefähr abzuschätzen, um wieviel man weiter als 3,5 ziehen kann, könnte das 
Problem vorab mit einem programrnierbaren Taschenrechner oder auf einem Tisch­
rechner simuliert werden. Das Programm (Abb. 3) liefert bei 10000 Simulationen eine 
Schrittweite von 4,1964: 

N=O:S=O 
A = [6*RND] + 1 

S=S+A 

A=6 
N=N+ 1 
IFN< 10000 

PRINTS/N 

Abb.3 

Bei einem Ansatz. der dem formalen Konzept entspricht, setzt man 
Q= {m =(6,6, ... ,6,a)la=1,2,3,4,5} = {a,6a,66a. ... } 
~ DENo a=1.2,3,4.~ 

p(ro) = CItY'''' X: ro->6n+a. 
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00 , 

Die Berechnung des Erwartungswertes E = L L (6n+a)(1/ )'+1 führt auf eine unendli-
n=O 0=1 

ehe Reihe, deren Swnmation den Schülern i.a nicht geläufig ist. Auch ein etwas weni­
ger formaler Ansatz vereinfacht die Reihe kaum: 

ScbriUzahl 12 .. .5 I 78 ... 11 I 13 ... 17 I 19 ... 23 I ... I 

Wahrscheinlichkeit 1/6 1/62 I 1/63 I 1/64 I ... I 

1 1 1 
E=- (1+2+ ... +5) + - (7+8+ ... +11) + - (13+ ... +17) + ... 

6 ()2 63 

1 1 1 15 3 5 7 
=-·15 + -·45 + -·75 + ... = - (1 +-+-+- + ... ). 
662 63 6662 63 

Auch der Versuch, die mittlere Wurfzahl W zu ermitteln und diese dann mit 3 5 zu mul­

tiplizieren, mn die mittlere SchrittzahlE zuerllalten, filhrtaufkeinedenSch~bekannte 
Reihe: 

Würfe 1 2 3 3 I ... 

Wahrscheinlichkeit 
5 

6 
15 I {.!.)2~ I (.!.f~ I .. · 
66 6 6 6 6 

5 15 15 15, 5 2 3 4 
W= 1'-+2·-- +}- + 4·--+ ... =-(1 +-+-+-+ ... ) 

6 66 62 6 63 6 6 6 62 63 

Mancher Lehrer mag sich bei diesen Lösungsansätzen zuRecht fragen, ob es sich wegen 
dieser Aufgabe lohnt, die Smnmenformel für die Reihe 

S = 1 + 2q + 3q2 + 4q3 + ... , O<jqJ<l 

herzuleiten, denn dazu braucht man die geometrische Reihe 

1 
1 +q+q2+ q3+ ... =-, 

l-q 

Für die Berechnung von S im Unterricht gibt es verschiedene Möglichkeiten: 
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1 1 1 
= _ = _ (l+q+q2+ ... ) =--(i) 1 + q + q2 + q3 + ... 

l-q l-q (1-q02 
1 

+q +q2+ q3 + ... + q­
l-q 

1 
+ q2 + q3 + ... + q2_ 

l-q 

+q3+ ... + ... 

(ii) S = 1 + 2q + 3q2 + 4q3 + ... 
qS = q + 2q2 + 3q3 + .,. 

1 
S-qS = 1 + q + q2 + q3 + ... = -

l-q 

(üi) Der eleganteste Beweis setzt Analysiskenntnisse voraus: 

d d 1 1 
S =_(q +q2+ q3+ ... )=-(--1) =--

dq dq I-q (l_q)2 

Somit ergibt sich für die mittlere ~ 

5 1 
W=_·---

6 1 
(1--)2 

6 

6 21 21 
-undsomit E=W-=-=4,2. 
565 

Abb.4 

33 

116 
AusW= 1 +-m und m= 1 +-m folgt W=-. 

6 6 5 

Die Mittelwertstegeln für Markow-Ketten sind zwar ein hervorragendes Beispiel da­
für, wie man einen schwierigen Sachverhalt bis aufMittelstufenniveauherabtransformie­
ren kann, aber die Behandlung im Unterricht dürfte eher die Ausnahme sein. 

Eine Schwierigkeit für den Lehrer im Stochastikunterricht besteht darin. daß Schüler 
zu einer Aufgabeverschiedene, oft falsche Lösungen finden, bei denen es oft große Mü­
bemacht, falscbeDenkansätze au.fruldären. (DieBesprechung fa1scberSchülerlösungen 
vor der gesamten Klasse ist nicht unproblematisch, da nicht wenige Schüler durch die 

ausfilhrlicbe Erörtenmgfalscher Ansätze eherverwint als aufgeklärt werden.) EbenfaUs 
schwierig kann es für den Lehrer werden, wenn Schüler einen anderen Lösungsweg 
finden, der möglicherweise leichter und eleganter als der des Lehrers ist Zum Beispiel 
folgende Lösung: 

Nach einer Serie von Sechsen rückt ein Spieler zum Abschluß im Mittel 1+2+3+4+'1,=3 

Schritte vor: Davor wirft er im ersten. zweiten, dritten, ... \\\uf eine 6 mit der \\8hr­
scheinlichkeit 1/6, 1/62, 1/63, ••• Somit gilt 

1 1 1 6 
E=6-(-+ -+- + ... ) + 3 =-+ 3 = 4,2. 

6 @ @ 5 

Eine andere Zerlegung des Spielvorgangs liefert 

111 111 111 
E = 1,(-+ - + -+ ... ) + 2·(-+ -+ -+ ... ) + .. , + 6-(-+ -+-+ ... ) 

662 63 662 63 662 63 

1 1 1 1 1 21 
=(1 +2+3+4+5+6}(-+-+-+ ... )=21·-- = -. 

662 63 615 
1--

6 

Eine Erldärung für den Summanden 2·(1I6+1/6~1/6]+ ... ) beispielsweisekÖDDte sein: 
Man kann 2 Schritte machen beim ersten Wurf mit \\hlmJcheinlichkeit 1/6, beim. zwei­
ten Wurf mit 1/62 usw. 

Willman für den so berechnetenErwartungswert denzugehörigen \\8brscheinlichkeits­

raum und die Zufallsvariable bestimmen, so wird dies nicht einfach sein. Dieser Lö­
sung ist nicht anzusehen, daß die Wiederhohmgszabl 6 eine besondere Rolle spielt, 
bzw. man kann zu der erstaunlichen Einsicht gelangen, daß es für die mittlere Schritt­
zahl völlig gleichgültig ist, ob man nach einer 6 oder nach einer 1 noch einmal würfeln 
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darf. Rückblickend wird man die Unabhängigkeit von der Wiederhohmgszahl schon 

aus der \\hhrscheinlichkeitsverteilung fur die Anzahl der Würfe entnehmen können. 
Aber diese Einsicht auf grund mathematischer Formeln hat einen sehr schweren 
Stand gegen die Intuition der meisten Schüler, daß man "offensichtlich- bei 66 ... 6a 
a= 1,2,3,4,5 viel weiter kommt als mit 1l...1a, a=2,3,4,5, 6. \\eIcher Mensch-ärger­

dich-nicht-Spieler würde die Spielregel akzeptieren, daß er im Gegensatz zu allen 

anderen Mitspielern nur bei der Augenzahl 1 noch einmal würfeln darf? 

Den Reihen fur die mittlere Schrittzahl bei den Wiederholungszahlen 6, 1 bzw. 3 

1 1 1 1 
E =-15 +-·45 + -·75 + --105 + ... 

6 62 63 64 

1 1 1 1 
E =--20 + --25 + -JO + -J5 + ... 

6 62 63 64 

1 1 1 1 
E =-18 + -J3 + -·48 + -·63 + ... 

6 62 63 64 

sieht man nicht ohne weiteres an, daßjedesmal E=4,2 ist. Hilfreich bei dieser Einsicht 
kann das Simulationsprogramm sein; dem Computer glaubt man vielleicht eher als der 

Symmetrie gewisser mathematischer Formeln. Ersetzt man in dem Simulationspro­
gramm die Zeile IF A =6 durch IF A = 1 (oder eine andere Augenzahl), läßt sich die Unab­

hängigkeit von der Wiederholungszahl auch empirisch bestätigen. 

Ebenfalls unabhängig von der Wiederholungszahl erfolgt die Berechnung 

1 1 21 1 1 21 1 21 
E=3,5 +3,5·(;+ 3,5. 62 + ... =~1 +6"+ 62 + ···)=6"·-1-=5· 

1--
6 

Erklänmg: Manmacht beim ersten Wurfganz sicher im Mittel 3,5 Schritte, beim zwei­

ten Wurf ebenfalls 3,5 Schritte mit der Wahrscheinlichkeit 116, zum 3. Wurfkomrnt 
man mit der Wahrscheinlichkeit 1162 und macht dann im Mittel ebenfalls 3,5 Schritte, 

usw. 

Es geht auch ganz ohne unendliche Reihen: E = 3,5 + ~ E, und zwar aufgnmd folgen-
6 

der Überlegung: Beim ersten Wurf rückt man im Mittel 3,5 Schritte vor, ein zweiter Wurf 

ist mit Wahrscheinlichkeit 1/
6 
möglich, und danach liegt wieder die Ausgangssituation vor. 
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Entsprechend interpretiert man die Gleichung 
1 1 

E =-(1 + 2 + 3 + 4 + 5) + (6 + E)--
6 6 

\\enn man statt nach einer 6 nach einer 1 weiterwürfeln darf, ergibt sich 
1 1 

E =-(2 + 3 + 4 + 5 + 6) + (1 + E}-
6 6 

und damit ein weiterer Beweis dafur, daß E unabhängig von der Wiederholungszahl 

ist. 

Diese einfachen, eleganten Lösungen lassen sich nicht in das Begriffskonzept der Zu­

fallsvariablen einordnen. Das Entdecken solcher Lösungen kann durch die formal-ab­

strakte Defmition von Zufallsgrößen und Erwartungswerten erschwert werden. Ein 

Unterricht, der Schüler ermutigt und befiihigt, nach solchen Lösungsideen zu suchen, 
dürfte sich deutlich unterscheiden von einem Unterricht, der Zufallsvariablen als meß­

bare Funktion thematisiert. 

Anmerkung: Die Rekursionsformeln fur denErwartungswert können einen eleganten 
Zugang zu Summenformeln der zugehörigen unendlichen Reihen bilden: 

Beim "\\arten auf den ersten Erfolg" wird das Glücksrad (Abb. 5) so lange gedreht, 
bis die 1 erscheint. 

Abb.5 

Ereignis 01 1 001 1 0001 I ... 
Theh~~~-------------2-1--3 ----4----1.~~ 

Wdhrscheinlichkeit 1 I-q 1 q(l-q) 1 q2(l-q) I q3(l-q) I ... 

Die mittlere Anzahl D der Drehungen ist zum einen 
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D = (l-q)(1 + 2q + 3q2 + 4q3 + ... ). 
zwn anderen gilt D = 1 + qD. 

in \\brten: Nach einer ersten Drehung muß man mit Wihrscheinlichkeit q ein zweItes 

Mal drehen. danach liegt wieder die Ausgangssituation vor. 

1 
Also 1st D =- und SG<l1it 1 +2q+3q2+4q3+ = --. 

I-q (I_q)2 

1 
Auch die SUß1ffienfor.mel der geometrischen Reihe Iq=- läßt sich leicht herleiten. 

I-q 

Da der Erfolg sicher irgendwann einmal eintritt, ist die SUß1ffie aller Wclhrscheinlichkeiten 
I. Aus 1 = I(l-q)q"=( I-q)IqD folgt die SUß1ffienfor.mel. 




