Ein Einstieg iiber das Drei-Tiiren-Problem
Ingo Klemisch, Bielefeld

Zusammenfassung: Der nachfolgende Erfahrungsbericht beschreibt einen experimentellen
Einstieg in einen Stochastik-Leistungskurs der Oberstufe. Das dafiir gewdhlte "Drei-Tiiren-
Problem" (auch als "Ziegenproblem" bekannt) erwies sich als duflerst motivierend und fiihrte
den Kurs an eine Vielzahl stochastischer Fragestellungen heran. Besonders wichtig waren mir
dabei die ersten Erfahrungen mit Simulationen und deren. Auswertung.

Zu Beginn des Stochastik-Unterrichts in der SH (Grundkurs und Leistungskurs)
versuche ich, den Schiilerinnen (gemeint sind hier und im folgenden natiirlich
stets auch die minnlichen Teilnehmer meines Kurses) mit Hilfe moglichst kom-
plexer und anregender Situationen, die ihnen auch bei geringen Vorkenntnissen
Gelegenheit zu groBer Eigenaktivitit bieten, einen nachhaltigen Eindruck der zu
diesem Gebiet gehorenden Fragestellungen zu vermitteln. Schon in den ersten
Unterrichtsstunden geht es mir dabei nicht um das Abarbeiten eines festen Un-
terrichtskonzeptes (bei dem die Schiilerin nur den vom Lehrer vorgegebenen Weg
nachvollzieht) sondern darum, daB die Schillerinnen selbst, d. h. durch eigene
Vermutungen, Experimente und Diskussionen im Kurs den Unterrichtsgang
weitgehend bestimmen. Die Rolle des Lehrers ist dabei mehr die eines Initiators,
Infragestellers und Diskussionsleiters.

Angeregt durch eine Reihe von Zeitungsverdffentlichungen des Jahres 1991 (von
Randow, 1991 a und b, Leserbriefe in "Die Zeit" 34/1991) und bestirkt durch den
Vortrag von Bernd Wollring (1992), wollte ich meine Schiilerinnen eines
Leistungskurses diesmal intensiver fiir Simulationen interessieren.

Die erste Unterrichtsdoppelstunde zur Stochastik war durch Analysen des Gal-
ton-Brettes (vgl. Klemisch, 1985) bestimmt, bei denen sich zeigte, daB die Schii-
lerinnen meines Kurses trotz sehr unterschiedlicher Vorgeschichte (hoher Anteil
ehemaliger Realschiilerinnen) recht einheitliche Vorkenntnisse im Bereich der
Grundbegriffe der Stochastik besaBen, so daB schnell die Frage der Modellierung
und Simulation des (theoretisch bereits verstandenen) Galton-Brett-Versuches im
Vordergrund der Diskussionen standen.

Zu Beginn der folgenden Einzelstunde erhielten die Schiilerinnen ein Arbeitsblatt
zum Drei-Tiiren-Problem. Eine Nachfrage zeigte mir schnell, daB weder das
Problem noch die Veroffentlichungen in "DIE ZEIT" im Kurs bekannt waren. Die
Beschreibung des Spiels entstand in enger Anlehnung an Wollring (1992):

"Vielleicht ist Dir aus der Presse das "Drei-Tiren-Problem" bekannt;

Em Spieler steht vor drei Tiiren. Hinter einer steckt als Gewinn ein Auto
(besser: eine Jahresnetzkarte der DB), hinter zweien als Niete jeweils eine
Ziege. Gespielt wird in vier Schritten:

Stochastik in der Schule 13 (1993). Nr. 1.9 - 14



10

Sg: Der Spielleiter setzt Auto und Ziegen fiir den Spieler unsichtbar hinter die
Tiren.

S1: Der Spieler wihlt eine der drei Tiiren. Alle Tiiren bleiben noch zu.

S,: Der Spielleiter 6ffnet eine Tiir, hinter der sich eine Ziege befindet, nicht
jedoch die vom Spieler gewihlte Tir.

S3: Der Spieler kann nun die zuerst gewdhlte Tiir beibehalten (Nichtwechsel)
oder die andere geschlossene Tiir wihlen (Wechsel).

Problem: Ist seine Gewinnchance bei Nichtwechsel oder Wechsel héher?

a) Bilde Dir spontan eine Meinung und notiere sie.

b) Versuche nun, Deine Meimmg zu begriinden oder - evtl. in Diskussion mit
Deinen Nachbar(inne)n zu widerlegen.

¢) Uberlege Dir Moglichkeiten, dieses Spiel zu simulieren (Ziel: der Losung
experimentell ndher kommen)."

Nach kurzer Bedenkzeit entschieden sich 21 Schillerinnen fiir "egal” (typische
spontane AuBerungen waren: "Ist doch ganz klar!" oder "Zwei Tiiren ein Auto, da
muB man doch nicht lange nachdenken."), eine Schilerin fir "Wechsel ist
besser”. Sie gab allerdings sofort zu, rein emotional, d. h. ohne jede sachliche
Uberlegung entschieden zu haben, weshalb die unter b) vorgeschlagenen Dis-
kussionen leider zunichst unterblicben. Man war sich i. w. einig, die Begriin-
dungen dhnelten sich, ihr Kern war stets die Aussage, daB bei zwei verbleibenden
Tiren "natiirlich” hinter jeder mit gleicher Wahrscheinlichkeit das Auto oder die
zweite Ziege stecken kénne.

Da ich auf den Streit in der ZEIT 1991 hinwies und zusétzlich andeutete, daB sich
auch Professoren der Mathematik falsch entschieden hatten, war die Motivation
im Kurs sofort uBerst groB, sich trotz der Ubereinstimmung im Vorurteil, mit
Simulationen des Spiels zu beschiftigen. Dazu bildeten sich sechs Gruppen.

Allen gemeinsam war, daB im ersten Ansatz versucht wurde, das Spiel in allen
Phasen getreu der Beschreibung nachzuspielen und vollstindig zu protokollieren.
In einigen Gruppen traten dabei Ergebnisse auf, die den Schilerinnen un-
wahrscheinlich vorkamen, so daB Forderungen nach unbeeinfluBten Zufallsme-
chanismen, die die Person des Spielleiters bzw. Spielers ersetzen sollten, laut
wurden.

Von nun an entwickelten sich die Gruppen sehr unterschiedlich weiter, als Zu-
fallsgerate wurden Spielkarten, Streichholzer u. 4. benutzt, die jeweilige Spielsi-
tuation meist durch Zeichnungen dargestelit. Eine Gruppe baute sich ein Spielfeld
mit zufillig fir ein Kunstprojekt mitgebrachten Materialien auf (das Auto z. B.
war eine groBe Biiroklammer mit vier Pfennigstiicken).

- Vier Gruppen wihlten die wohl naheliegendste Simulationsstrategie, zu-

néchst die Position des Autos und die Erstwahl des Spielers auszulosen und
anschlieBend die vom Spielleiter zu 6ffnende Tiir direkt zu bestimmen. In
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den ersten Simulationsrunden wurde dann jeweils gelost, ob gewechselt
werden sollte oder nicht, die Schilerinnen wollten damit evtl. vorhandene
Verhaltenspraferenzen bei den Gruppenmitgliedern ausschalten. Protokol-
liert wurde in diesen Gruppen die Ausgangssituation, die Erstwahl, die ge-
offnete Tiir, das Wechselverhalten und der Erfolg.

Recht schnell erkannten dann einige Schiilerinnen die Komplementaritiit der
Ereignisse "Erfolg"/"Nichterfolg" beziiglich des Verhaltens
"Wechsel"/"Nichtwechsel”, werteten ihre Protokolle entsprechend "doppelt”
aus und verzichteten schlieBlich auch auf das Auslosen des Wechselverhal-
tens.

- Die Gruppe (Nr. 5) mit dem selbstgebauten Spielfeld war bald darauf aus,
ihre Simulationen zu beschleunigen. Der erste Schritt dazu war, zu einer
festen Anfangssituation (konstante Anordnung des Autos und der Ziegen)
iiberzugehen. Gewiirfelt wurde dann die Erstwahl des Spielers
(Zwischenproblem der Gruppe: Wie simuliert man einen Wiirfel?), eine
Schiilerin zeigte anschlieBend auf eine Ziege, eine weitere protokollierte
lediglich "Erfolg" oder "Nichterfolg" bei Nichtwechsel der Tiir (auch diese
Gruppe nutzte also die Komplementaritat aus).

Als die Gruppen am Ende der Stunde ihre Methoden einander vorstellten,
ergab sich eine heftige Diskussion um die Idee der festen Ausgangssituation,
die schlieBlich eine Schiilerin dadurch beendete, daB sie sehr einsichtig die
"Unabhingigkeit” der beiden ersten Spielschritte demonstrierte.

- Die Schiilerinnen in der sechsten Gruppe fielen zmichst dadurch auf, daB
sie keine Anstalten trafen, zu spielen. Sie diskutierten vielmehr mehrfach mit
den Schiilerinnen der Gruppe 5, arbeiteten mit Papier und Bleistift und
erklirten mir auf meine Nachfrage, sie wollten ein Computerprogramm zur
Simulation entwickeln.

Am Ende dieser Stunde wurde fiir die kommende Doppelstunde die Durchfith-
rung der Simulationen in den einzelnen Gruppen verabredet, bis dahin sollten die
nétigen Materialien (Zufallsgerite), Protokollformulare bzw. das Computer-
programm vorbereitet werden.

Am Anfang der nichsten Stunde zeigte sich zunichst, wie sehr die Schiilerinnen
durch das Problem motiviert worden waren. Etliche hatten sich zu Hause damit
beschiftigt, einige dabei ihr urspringliches Urteil revidiert, so daB nun die
zunichst unterbliebene (s. 0.) Diskussion nachgeholt wurde. Nachdem schlieBlich
eine Schiilerin folgendermaBen argumertierte:

"Zu Beginn betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB das Auto hinter der
gewihlten Tir steht 1/3 dafiir, daB es hinter einer der beiden anderen Tiiren
steht, jedoch 2/3. Wenn von diesen beiden Tiiren eine ausscheidet, bleibt die
Wahrscheintichkeit fiir die gewihlte Tar 1/3 (hier hat sich ja nichts
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verandert), folglich muB die Wahrscheinlichkeit fur die andere Tiir 2/3
betragen. In 2/3 aller Fille ist also Wechsel besser als Nichtwechsel.”

waren alle von dieser Losung iiberzeugt. Bei der folgenden Durchfihrung der
Simulationen ging es ihnen nun nicht mehr darum, eine Losung zu finden, sie
waren jetzt neugierig darauf, wie die Simulationen die "Wahrheit" abbilden wiir-
den.

Nachstehend sind die Ergebnisse der Simulationsphase (ca. 20 Minuten) der
Gruppen 1 - 5 dargestelit:

Nummer der Gruppe: 1 2 3 4 ‘5
Anzahl der Simulationen: 32 60 47 49 239
Gewinn bei Wechsel: 19 36 24 30 158
Gewinn bei Nichtwechsel: 13 24 23 19 81

Obwoh! sich nur bei Gruppe 5 ein Verhiltnis von anndhernd 1:2 eingestellt hatte,
sahen zunichst ausnahmslos alle Schillerinnen diese Ergebnisse als volle
Bestitigung ihrer Losung an. Sie hatten thr Hauptaugenmerk darauf gerichtet, daB
in der ersten Ergebniszeile groBere Zahlen stehen als in der zweiten Zeile und die
qualitative Feststellung "Wechsel ist besser" hatte fiir sie eine groSere Bedeutung
als die zugehorige quantitative Aussage. Entsprechend verbliifft reagierten sie
zunidchst auf meine Frage, wie sie denn am Tag zuvor auf Spalte 3 reagiert hitten
und traten dann in eine heftige Diskussion tiber die Auswertung von Ergebnissen
von Zufallsexperimenten ein, in der (auf intuitiver Basis) sowohl Uberlegungen
zum Gesetz der groBen Zahl als auch Vertriglichkeitsfragen eine Rolle spieten.

In der sich unmittelbar anschlieBenden dritten Stunde wollten nun noch alle
Kursteilnehmerinnen die Computersimulation verfolgen. Die Ergebnisse waren
beeindruckend: Schon bei 500 Simulationen unterschieden sich die ermittelten
Prozentzahlen (Beispiel: 32,8 % fiir "Nichtwechsel", 67,2 % fiir "Wechsel") nur
wenig vom erwarteten Wert. Die Programmiererinnen hatten allerdings mit mi-
nimalem Bildschirm-Layout gearbeitet (Eingabe: Anzahl der Versuche; Ausgabe:
Zahl der Erfolge bei Nichtwechsel und Zahl der Erfolge bei Wechsel und jeweils
zugehoriger Prozentsatz) und wurden nun bedringt, ihre "Black-Box" zu 6ffnen
und nachzuweisen, daB ihre Simulation den Zufallsversuch tatsichlich nachbildet
(eine heilsame Erfahrung, da sie - wie viele Computerfreaks - thre Arbeit mit der
Erstellung des Programms fiir erledigt gehalten hatten).

Aanstelle des von den Schiilerinnen erstellten ELAN-Programmes gebe ich hier
den von ihnen verwendeten Algorithmus an:
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eingabe der anzahl der simulationen;

WIEDERHOLE
ermittle autotiir durch zufallsgenerator;
ermittle gewihlte tiir durch zufallsgenerator;

FALLS gewibhlte tiir = autotiir
DANN erhohe zihler fiir nichtwechsel um eins
ANDERNFALLS erhohe zihler fiir wechsel um eins;

BIS anzahl der simulationen erreicht;

berechne relative haufigkeiten der erfolge bei wechsel
und nichtwechsel;
10  ausgabe der relativen hiufigkeiten als prozentzahlen.

Bei der Analyse des Programms durch den Kurs (dabei beteiligten sich auch die
Schillerinnen, die nicht Informatik belegt haben) wiederholten sich Teile der
Diskussion vom Vortag und der Kurs stellte fest, daB man (analog zum Vorgehen
der Gruppe 5) die Programmzeile 3 durch eine konstante Setzung der "autotiir"
ersetzen kann. Eine zentrale Frage war dann die nach der Funktionsweise der im
ELAN-Programm in den Zeilen 3 und 4 verwendeten Prozedur "random”": Dazu
lieBen wir uns von den Computer"spezialistinnen" die Arbeitsweise unter-
schiedlicher Zufallsgeneratoren erkliren und dnderten dann das Programm so ab,
daB es fur eine Reihe von kurzen Versuchsserien die Nummer der gewihlten Tiir
ausdruckte, um zu tberpriifen, ob der ELAN-Zufallsgenerator nicht nach jedem
Programmstart die gleiche Zahlenfolge liefert.

Fazit:

Drei mal 45 Minuten zum 3-Tiren-Problem haben meine Schiilerinnen vorwie-
gend iiber ihre eigene Initiative an eine Reihe von Fragestellungen der Stochastik
herangefiihrt, ihr ProblembewuBtsein und ihre Motivation zum Erwerb von
Hintergrundwissen gefordert und ihre Kritikfahigkeit gegeniiber Ergebnissen
elektronischer Datenverarbeitung verstirkt.

Nachtrag:

Eine Schiilerin aus der "Computergruppe” hat in den Sommerferien, die unmit-
telbar nach den geschilderten Unterrichtsstunden begannen, nach einem Streit-
gesprich mit einem promovierten Mathematiker (dieser bestand auf gleicher
Gewinnchance bei Wechsel wie Nichtwechsel) einen siebenseitigen
"Mathematischen Aufsatz" (Titel: "Losungsversuch des Ziegenproblems") ver-
faBt. Bei der Suche nach iiberzeugenden Argumenten ist sie auf das gerade er-
schienene Buch (von Randow, 1992) gestoBen und hat sehr erfolgreich versucht,
die dort veroffentlichte Losung in ihre Sprache zu iibersetzen.
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Klimakunde

Schon wieder ein warmer Winter

So wichen die letzten Winter (Dez. bis Febr.) vom langjéhrigen Mittel ab
1982/83 83/84 84/85 85/86 86/87 87/88 B8/89 89/90 90/911991/92
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Wann wird's mal wieder richtig Winter? - das mag sich mancher Schnee-
Begeisterte in den vergangenen Wochen gefragt haben. Oh, diese Kilte, mogen
indes andere gestohnt haben. Uber Wetter 148t sich bekanntlich ebensogut
streiten wie iiber Geschmack. Anders sehen das die Statistiker: Sie haben
herausgefunden, daB der jetzt zu Ende gehende Winter zu warm und zu trocken
war. ‘Wie kalt und nafl er denn hitte sein sollen - das wurde leider nicht in
konkreten Zahlen ansgedriickt.

(Berliner Morgenpost vom 6.8.1992)






