21

Eine Abschiitzung zur Binomialverteilung
Bernd Wollring, Miinster

Zusammenfassung : Verwendet man fiir Tests oder Schitzungen zur Binomialverteilung die
TSCHEBYSCHEW-Ungleichung, so erhilt man ungiinstige Abschitzungen mit schlechten
Genauigkeiten oder groflen Serienldngen. Approximiert man durch die Normalverteilung,
erhilt man giinstigere Konditionen, mufl aber Anpassungsbedingungen durch a priori Annah-
men an p erfiillen, etwa n ep o (1 - p) > 9. Eine weitgehend unbekannte Abschétzung von
HOEFFDING ist besser als die TSCHEBYSCHEW-Ungleichung, zwar schlechter als die bei
Approximation durch Normalverteilung, erfordert dafiir aber keine Bedingungen an p. Sie
ermoglicht neues Nachdenken ilber den Umgang mit a priori Wahrscheinlichkeiten. Wir
beweisen sie mit elementaren Mitteln, so dafl eine Diskussion in der Schule im Zusammen-
hang mit dem Analysisunterricht zumindest méglich erscheint.

1 Abschitzungen zur Binomialverteilung

Ein von OKAMOTO und HOEFFDING seit 1958 bzw. 1963 publiziertes Er-
gebnis wollen wir neu erschlieBen, da es unseres Erachtens wenig bekannt, aber
fiir den Unterricht moglicherweise interessant und mit hinreichend elementaren
Mitteln zuganglich ist : Wir beweisen eine Abschatzung fiir Summen beschrink-
ter unabhingiger ZufallsgroBen, die effizient auf die Binomialverteilung anzu-
wenden ist. Um Konvergenzprobleme auszuschlieBen, setzen wir alle Zufalls-
groBen als reellwertig und endlich voraus.

1.1 Bekannt : Die Ungleichung von BIENAYME und TSCHEBY SCHEW

Von so zentraler Bedeutung, daB man sie im Stochastikunterricht in jedem Fall
diskutieren und wenn moglich auch beweisen sollte, ist die von BIENAYME im
Jahre 1853 und TSCHEBYSCHEW im Jahre 1866 bewiesene Ungleichung :

Satz 1 Ungleichung von BIENAYME und TSCHEBYSCHEW

Ist X eine Zufallsgrofe mit Erwartungswert p und Varianz o°, so gilt fur
jedes € > 0 die Ungleichung :

02

P(|X-p|l=2e) < =

4
Der Beweis basiert auf einer geeigneten Zerlegung der Varianz, die im Unter-
richt durchfiihrbar ist und typisch fiir eine ganze Klasse analoger Abschitzun-
gen, der "Momentenungleichungen" ist (siehe etwa das Schulbuch von BARTH

und HALLER, [1]. S. 184).

Eine binomial nach B(n,p) verteilte ZufallsgroBe X 14Bt sich stets deuten als
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relative Hiufigkeit der "Treffer" bei n unabhingigen Einzelversuchen mit
"Trefferchance” p im Einzelversuch. Wie bekannt, erhélt man Erwartungswert
und Varianz bequem, wenn man X als Mittelwert X = (X, +.+ X }/n der n
unabhingigen ZufallsgroBen

X. = Trefferzah! im i-ten Einzelversuch

1

mit Werten in  {0,1} betrachtet, fiir die man elementar findet :
p, = EX, = p , ¢% = o?X; = p(1 -p)

Die Gleichungen

2 . g2x - 2U-DP)

p = EX
n

folgen mit den Rechenregeln fiir Erwartungswerte und Varianzen, denn Erwar-
tungswerte sind linear, und Varianzen sind homogen vom Grad 2 und fiir unab-
hingige ZufallsgréBen additiv. Zusammen mit der Abschatzung p =-(1-p) =<
1/4 fiir alle p e [0,1] erhalten wir aus Satz 1 :

Satz 2 Ungleichung von BIENAYME und TSCHEBYSCHEW fiir binomial
verteilte ZufallsgréBen

Ist X eine binomial nach B(n,p) verteilte ZufallsgroBe, so gilt fur jedes € >
0 die Ungleichung :

P(|X -p|l2e) < pd-p o _1
ne? 4ne?
Auf dieser Abschéitzung lassen sich Hypothesentests und Parameterschédtzungen
zu binomial verteilten ZufallsgroBen aufbauen, ferner fithrt sie direkt auf das
von JACOB BERNOULLI wohl bereits um 1685 gefundene schwache Gesetz
der groflen Zahlen :

lim P(|X-p|<e) = 1 flirjedese >0

Das Rekapitulieren des bekannten Beweises soll darauf verweisen, daB wesentli-

che seiner Argumente im Beweis der folgenden stirkeren Satze dieselben sind,
einige analytische Argumente werden hinzukommen.

Der Erkenntniswert der Sitze im Unterricht ist hoch, da sie ein Gesetz der gro-
Ben Zahlen erschlieBen. Die Varianzzerlegung und die Abschidtzung sind aber
derart "grob”, daB sich bei praktischen Anwendungen als Schwache zeigt, daBl
22das TSCHEBYSCHEW-Risiko 1/4ne’ unginstig groB ist. Fordert man wie
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iblich, daB das Risiko 5% nicht iiberschreitet, so folgt mit

P(JX -pl2e) s —— < 005

4ne

aus Satz 2 die n-e-Bedingung :
"5%Regel T": 5 < n ¢’

Die Konstante 5 ist allerdings so hoch, daB man diese Abschétzung bei prakti-
schen Anwendungen oft gar nicht erst in Betracht zieht. Konnte man eine ent-
sprechende Abschitzung mit einer kleineren positiven Konstanten auf der linken
Seite beweisen, so wire dies bei Anwendungen ein groBer Vorteil.

Stattdessen wihlt man in der Praxis hdufig den Weg, die Binomialverteilung
durch die Normalverteilung zu "approximieren"”. Wird akzeptiert, daB man
"brauchbare Werte" erhilt, wenn die Approximationsbedingung n -p ~(1-p)>9
erfillt ist (siehe etwa [1], S. 291), so findet man die als "2c-Regel” bekannte
Abschitzung :

P(|X -p|=2e)<005 fir e=>196 |R0"P
n
Dies ist erfullt fur
e > 196 |-~ » 196 20D
4n n

wegen p -(1-p)<1/4 furalle p-e [0.1] und fihrt auf die n-e-Bedingung:
"5%Regel N": 1 < n ¢’
Damit erhdlt man bei Anwendungen wesentlich giinstigere Konditionen.

Problematisch bleibt allerdings, da man Art und Giite der Approximation letzt-
lich nicht elementar erlautern kann. "Eine theoretische Untersuchung des Fehlers
uhersteigt unsere Maoglichkeiten” heiBt es denn auch entwaffnend ehrlich in
einem anspruchsvollen Schulbuch ({1], S. 293) Insbesondere hat man keine
Aussage, die gleichmafig fur alle p € [0,1] gilt. Man steht damit vor einem
zentralen Problem, das im Unterricht in jedem Fall zu diskutieren ist, wenn man
Approximationen durch die Normalverteilung benutzt : Die Approximationsbe-
dingung erfordert a priori Annahmen an die zu schiitzende Grofie. Bei einer
Schatzung des Parameters p sind zur Bestimmung hinreichender Serienléingen
n somit a priori Annahmen an p zu stellen, die zu begriinden sind. Bisweilen
ist dies bei Anwendungen kein Problem, man kann eventuell mit plausiblen
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Apnnahmen 0 < p, <p und p < p, < | starten. Aber es gibt auch
Fragestellungen, bei denen derartige a priori Annahmen an p problematisch er-
scheinen. Man stoBt auf die grundsatzliche Frage : Soll man den BAYESschen
Standpunkt einnehmen, demzufolge jede Schitzung im Prinzip die Verbesserung
von a priori Annahmen bedeutet, oder sind a priori Annahmen bei manchen
oder allen Fragestellungen grundsitzlich abzulehnen ?

1.2 Ein KompromiB : Ungleichung von OKAMOTO und HOEFFDING

Angesichts der skizzierten Alternative zwischen der TSCHEBYSCHEW-Unglei-
chung mit "5%-Regel T" und der Approximation durch die Normalverteilung
mit Anpassungsbedingung und "5%-Regel N" erscheint es fiir manche Anwen-
dungen hilfreich, iiber eine Abschiatzung zu verfiigen, die einerseits zu besseren
Konditionen als "5%-Regel T" fithrt, andererseits nicht die in der Anpassungs-
bedingung zur "5%-Regel N" implizierten a priori Annahmen erfordert. Eine
solche bietet bei akzeptablen Voraussetzungen folgender Satz :

Satz 3 Ungleichung von OKAMOTO und HOEFFDING fiir binomial ver-
teilte Zufallsgrofien

Ist X eine binomial nach B(n,p) verteilte ZufallsgroBe, so gilt fur jedes €
>0 die Ungleichung :

P(|X -plze) s

Dieses Ergebnis wurde 1958 von OKAMOTO veroffentlicht (siehe [3]). Es ist
ein Spezialfall des folgenden Satzes :

Satz 4 Ungleichung von HOEFFDING fiir Summen beschriinkter unabhéin-
giger Zufallsgrofien

Sind X, ..., X, unabhingige ZufallsgroBen mit dem Erwartungswert u . die
zudem beschrinkt sind gemdB 0 < X, <1 fiir alle i, ist femer X = (X, +..+
X, ¥n ihr arithmetisches Mittel (mit dem Erwartungswert p), so gilt fur alle
positiven € :

2

2ne

P(IX -p|ze) <

2
€

Diesen Satz publizierte HOEFFDING 1963 (siehe [2]). Er 14Bt sich verallgemei-
nern fiir unabhingige ZufallsgroBen mit verschiedenen Erwartungswerten und
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anderen Schranken. Die angegebene obere Schranke kann verbessert werden,
eine optimale Schranke nennt HOEFFDING (vgl. Theorem 1 in [2], S. 15).
Entscheidende Voraussetzung in Satz 4 ist die Annahme der Beschrinktheit der
unabhingigen ZufallsgroBen. Die Voraussetzung der einheitlichen Beschrinkt-
heit auf [0,1] wurde nur aus technischen Griinden getroffen, sie erlaubt einen
Beweis mit einigermaBen elementaren Hilfsmitteln aus der Analysis, der im Un-
terricht zugénglich ist. Wir fithren diesen gegeniiber dem allgemeineren Beweis
bei HOEFFDING reduzierten Beweis in Abschnitt 2 vollstindig aus.

Fir Anwendungen ist das HOEFFDING-Risiko 2/exp(-2ne®) giinstiger als das
TSCHEBYSCHEW-Risiko 1/4ne” . Verlangt man, daB das Risiko 5% nicht
uberschreitet, so folgt mit

P(|X-plz2e) < < 0.05

eZne

via (In(2/0.05))/2 < 1.845 aus Satz 3 die n-e-Bedingung :
"5%Regel H": 1.845 < n ¢

Dieses Ergebnis findet man bei WARMUTH (1991, S.166). Es ist eine deut-
liche Verbesserung gegeniiber der "5%-Regel T" 5 < n €’ , und es gilt
gleichmaBig fiir alle p € [0,1].

1.3 Beispiele

Alle drei 5%-Regeln haben dieselbe Struktur C < n e*. Die folgenden kurzen
Tabellen zeigen, wie sich die unterschiedlichen Konstanten C in der Praxis aus-
wirken.

Die erste Tabelle gibt an, wie genau man jeweils bei gegebener Liange n der
Versuchsreihe schitzen kann.

Man beachte, dal bei den Ungleichungen
X-eg<p<X+e & |X-p| <g <& p-e<X<p-+e
¢ nur die halbe Lange des jeweiligen Intervalls ist.

Die zweite kurze Tabelle zeigt, welche Serienldngen bei geforderter Genauigkeit
¢ erforderlich sind.



Serienlange n 5%-Regel T 5%-Regel H 5%-Regel N
5<ne’ 1.845 <n ¢* l<negl
10 Versuche € >0.707 e > 0430 e > 0317
50 Versuche e 20317 e >0.193 e > 0.142
60 Versuche e 2 0.289 e >0.176 e 2 0.130
300 Versuche e >0.129 e 2 0.079 e > 0.058
Genauigkeit ¢ 5%-Regel T 5%-Regel H 5%-Regel N
5<n¢g’ 1.845 < n ¢’ l<neg’
=02 n =125 n =47 n =25
e =0.1 n = 500 n=> 185 n 2= 100
g = 0.05 n > 2000 n > 738 n > 400
e = 0.01 n = 50000 n > 18445 n = 10000

Bei der "5%-Regel N" ist n aufgrund der a priori Annahme eventuell héher zu
wihlen.

Beispiele findet man, indem man die tiblichen Lehrbuchbeispiele mit der "5%-
Regel H" neu diskutiert und die Ergebnisse mit den von der "5%-Regel N" oder
den von der "5%-Regel T" stammenden vergleicht.

Wir analysieren hier als Beispiel einige Simulationsergebnisse zum "Drei-Tiiren-
Problem” .

Ein Spieler steht vor drei Tiiren. Hinter einer steckt ein Gewinn. hinter den
anderen Nieten. Gespielt wird so :

SO Der Spielleiter hat Gewinn und Nieten hinter die Tiiren gesetzt.

S1 Der Spieler wihlt eine der drei Taren, alle Tiiren bleiben noch 7u.

S2 Der Spielleiter 6ffnet eine Tur vor einer Niete. die gewahlte Tir bleibt
noch zu,
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S3 Der Spieler bleibt bei der gewdhlten Tir (Nichtwechsel) oder wihlt die
andere geschlossene Tiir (Wechsel).
Ist seine Gewinnchance bei Nichtwechsel oder bei Wechsel héher ?

Da die "5%-Regel H" die beste uns bekannte ist, bei der keine a priori Annah-
men erforderlich sind, schitzen wir in [5] die Gewinnchance p, bei Wechsel
und die Gewinnchance py, bei Nichtwechsel aus Versuchsserien (siche
WOLLRING 1992). Genau die Spiele, die man bei Wechseln gewinnt, verliert
man bei Nichtwechsel, also py + pyw =1 -

- SANDRA und SYLVIA erhielten in 60 Versuchen bei Wechsel 38 Ge-
winne und 22 Verluste und folgerten, die Gewinnchance bei Wechsel sei
groBer. Nach der "5%-Regel H" sind aber py, und p. daraus nur mit
der Genauigkeit € = 0.175 zu schitzen :

0.192 < puw < 0.542 und  0.458 < py. < 0.808

Und pyw = 1/2 und py = 1/2 koénnen aufgrund dieser Versuchsergeb-
nisse nicht abgelehnt werden. Dies wurde erst akzeptiert, als die Studie-
renden die Ergebnisse mehrerer Serien der Lange 60 mit verschiedenen
Ergebnissen nebeneinander sahen und auffaBten, daB ihr Serienergebnis
eines von vielen moglichen war.

- DIRK und RUTH erhielten in 60 Versuchen bei Wechsel 32 Gewinne
und 28 Verluste und hielten daher die Gewinnchance bei Wechsel und
bei Nichtwechsel fiir gleich groB, die kleine Abweichung sei "Zufall".
Die Daten sind authentisch, sie iiberraschten nicht nur den Autor. Wie
oben sind nach der "5%-Regel H" aber py und p.y, daraus nur mit der
Genauigkeit ¢ = 0.175 zu schitzen :

0.292 < puy < 0.642 und 0.358 < py; < 0.708

So kénnen pyy = 1/3 und py = 2/3 aufgrund dieser Versuchsergebnis-
se nicht abgelehnt werden. Auch dies wurde erst nach Vergleich mehrerer
Serien der Lange 60 mit verschiedenen Ergebnissen akzeptiert. RUTH
hatte zu Beginn der Simulationen den Standpunkt der "Nichtwechsler”
vertreten, sie hielt es fiir kaum moglich, daB ihr Ergebnis bei Vorliegen
von Py = 1/3 und py = 2/3 auftritt.

Bei Versuchsserien mit der Serienldnge 300 erzielt man bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5% eine Genauigkeit der Schitzungen von e = 0.079 .
Beispiele :

Team 1: X = 96/300 P ( p, € [0.242,0.398} ) = 95%

Team II: X = 91300 P ( puw € [0.225,0.381]) = 95%

4
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Team III : X =91/300 P ( puw € [0.225,0.381]) > 95%
Team IV X = 82/300 P ( puy € [0.195,0.351]) = 95%

Investiert man die a priori Annahmen 1/3 < py. <£2/3 und 1/3 < p <273,
wie vorgeschlagen wurde, so gilt die "5%-Regel N" fiir Versuchsserien der Lén-
gen = 41 , und wir hitten die Genauigkeit von ¢ = 0.079 schon mit Serien-
langen ab 161 erreichen konnen. Wir haben bei den Simulationen keine a priori
Bedingung akzeptiert.

2 Beweis der Ungleichung von HOEFFDING
2.1 Differenzabschiitzung statt Abstandsabschiitzung

Anders als im Beweis der TSCHEBYSCHEW-Ungleichung, der mit Abstanden
argumentiert, werden im folgenden Wahrscheinlichkeiten fiir Differenzen abge-
schatzt. Es gilt :

P(|X-p|2e) = P(X-pz2e) + P(-X+p2e¢)

Bei geeigneten Voraussetzungen sind beide Summanden durch dieselbe Schran-
ke C(n,e) nach oben abzuschitzen (siehe 2.3). Somit folgt :

P(|X-p|lze) =< 2C(n,e)

2.2 Abschitzung durch Produktzedegung

Zunichst notieren wir die gefragte Wahrscheinlichkeit als eine fiir die Nichtne-
gativitat einer anderen Zufallsgrofe :

P(X-pz2ce) P(X-pu-¢20)

P(XX, -np -ne 20)

Die rechte Wahrscheinlichkeit stelien wir nach einer auf S.N.BERNSTEIN zu-
riickgehenden Methode als Erwartungswert einer "Indikator-Zufallsgrofe” dar,
und den schitzen wir dann unter Ausnutzen der Eigenschaften von Erwartungs-
werten geeignet nach oben ab. Wir betrachten die ZufallsgroBe I mit :
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I(s,¢)
I(e,¢2)

1 ,falls XX, -np -ne 20
0 ,falls XX, -np -ne <0

Die gefragte Wahrscheinlichkeit ist ihr Erwartungswert :

P(X~-pz2ze) = EI(e,e)

Entscheidende Idee dieses Beweisteils ist die Einfihrung der Abschitzung :

rX;

; - D - ne

I(=,e) < e

Es gilt sogar fiir jedes positive h :

I(s,e) < eh(EXi-np - ne)

Denn h steuert "Verbiegungen" des Graphen der e-Funktion mit Fixpunkt (0,1)
, die die Abschitzung nicht beeinflussen (siehe Abb. 1).

Abb. 1: Graphen zu x - exp(x)
fir h € {0.3, 0.6, 1, 1.6}

Aus den Eigenschaften der e-Funktion und der Monotonie und Linearitit des
Erwartungswertes erhalten wir :

E eI:(}:Xi—np. -ne)

A

P(X-p2e) = El(e,e)

_ hX, -h
ehne.EHe i B
i

Sind nun die X, stochastisch unabhéngig, so kann man das Bilden des Produk-
tes mit dem des Erwartungswertes vertauschen, und wir finden folgendes Zwi-
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schenergebnis :
Satz S5 Abschiitzung durch Produktzedegung

Sind X, ..., X, stochastisch unabhingige ZufallsgroBen mit dem Erwar-
tungswert u, ist ferner X = (X, +..+ X )/n ihr arithmetisches Mittel, so
gilt fir alle positiven e und alle positiven h :

P(X-pze) < eboe . JIE %2
i

2.3 Abschiitzung bei beschriinkten Zufallsgrifien

Wenden wir die Abschétzung durch Produktzerlegung nun auf beschrankte Zu-
fallsgréBen X, an, so konnen wir mit gar nicht mal abseitigen Mitteln der Ana-
lysis Schranken fiir die Erwartungswerte in dem rechten Produkt gewinnen und
diese beziiglich h minimieren. Die Anwendung auf die Binomialverteilung im
Blick setzen wir 0 <X, <1 fiir alle i voraus. Zunachst gilt :

BX, - h - BX,
Ee i "™ = e .Ee™

Entscheidendes Hilfsmittel bei der Abschitzung des rechten Faktors ist nun die
Konvexitit der e-Funktion : Jede Sekante ihres Graphen verlauft zwischen den
Schnittpunkten oberhalb des Graphen. Dies genau driickt die JENSENsche Un-
gleichung aus, etwa fiir eine Sekante mit den Schnittstellen 0 und h (Abb. 2):

e’ < (1 -x)e®+xe? fir 0<xc<1

Abb. 2: Graph zu exp(x) mit Sekante
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Man kann dies im Unterricht dem Bild glauben oder mit der zweiten Ableitung
beweisen (siehe 3.1). Genau hier geht nun die angenommene Beschrinktheit 0
<X, <1 ein, fir die ZufalisgroBen hX; gilt die Abschitzung :

e™i < (1-X,) +Xeh
Und ibertragt sich auf ihre Erwartungswerte :

Ee™ < (1 -p)+ped
Wir erhalten so :

Eeii ™ - ¢-buw.Eet%

e B ((1-p)+peh)

= e B (1 -p)rped)

A

Jetzt ist "nur noch" der rechte Term nach oben abzuschitzen. Die e-Funktion
wichst streng monoton, wir schitzen daher statt der Funktion den Exponenten
in Abhdngigkeit von h

gh) = -hp +In (1 - p + pe®)

nach oben ab und benutzen dazu die "kurze" TAYLOR-Entwicklung mit Rest
nach L AGRANGE (siehe 3.2) :

gh) = g + g/0)h + %-g”(&)-hz mit cinem € € JO,h[

Wir bilden die Ableitungen

g/(h) = Tu ot P';h ’
(I -pe’+p

h

7 1 - IJ)C—
gty = RS
(1 -pe™+p)?

finden zundchst g(0)= 0 und g'0) =0, und erhalten mit eben jenem schénen
Irick nat dem man die Varianz der Binomialverteilung nach oben abschitzt :
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0 < g"(®) = E (1 - B y < L
(1-we* +p a-wet+p 4

Denn beide Faktoren sind aus {0,1] und haben die Summe 1. Diese Abschiit-
zung ist unabhiingig von p € [0,1] , was sich auf alle folgenden Abschatzungen
vererbt ! Der Exponent ist somit quadratisch abschitzbar :

= 1 ompyvn2 o 12
g(h) 2g(§)h < 8h

Und wir finden fiir alle X; :

1
< et

BX, - b b?
Ee 't 'F

Damit erhalten wir aus Satz 5, der Abschéitzung durch Produktzerlegung :

Lly2 n(Lin? - en)
P(X“}LZS)SC—h’"'(es )n=e 8

Mit elementaren Mitteln findet man schlieBlich, daB der Exponent im rechten
Term bei h=4 ¢ sein Minimum - 2 £° annimmt, es folgt :

2

P(X-p2¢e) = C(n,e) < e 28¢

Eine analoge Rechnung mit - I <- X, < 0 fithrt auf :

2

P(-X+pze) = C(n,e) < e 2=

Damit ist Satz 4 vollstindig bewiesen. Die benutzten Argumente beschrinken
sich auf Linearitit und Monotonie des Erwartungswertes, Homogenitét der Vari-
anz und ihre Additivitit bei unabhingigen ZufallsgroBen und die folgend kurz
skizzierten Hilfsmittel aus der Analysis.

3 Hilfsmittel aus der Analysis

Damit sie bei Bedarf schnell zur Hand sind. sind die verwendeten Hilfsmittel
aus der Analysis hier kurz genannt :

3.1 Konvexitit der e-Funktion
Zum Beweis der JENSENschen Ungleichung fiir die e-Funktion analysieren wir

o — o~

— 3 e

-2
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die Ordinatendifferenz von Funktionsgraph und Sekante als Funktion, eine ganz
typische Etiide zur Analysis, die auch als Schuleriibung vorstellbar ist. Fiir f{x)
= ¢ starten wir mit 0 < fix) = f(x) = f'(x) , fixieren h > 0 und betrachten
fiir x € [0,1] die Differenz

d(x) = (1 -x)e® +xe® -eP* = %+ x(e® -¢e% - e®* mit

d’'(x) = e?-e®-he?™ und d”(x) = - hZebx

Da wegen f'(x) > 0 global d"(x) <0 gilt, fallt d'(x) auf [0,1] streng mo-
noton, hat also dort hochstens eine Nullstelle. Daher nimmt d(x) in ]0,1{
hochstens ein Extremum an, ein Maximum. Minimal wird d(x) somit nur am
Rand. Wegen d(0)=d(1) =0 folgt dann d(x) 20 furalle x € [0,1], die Be-
hauptung. Die Argumentation gilt analog fiir jede Funktion mit global positiver
zweiter Ableitung.

3.2 'kurze" TAYLOR-Entwicklung

Die zur Abschitzung des Exponenten g(x) erforderliche Beweisidee ist zugleich
die allgemeine zur TAYL.OR-Entwicklung mit Rest nach LAGRANGE, sie 148t
sich auch - vielleicht aus dem hier gegebenen AniaB - ad hoc mit folgendem An-
satz entwickeln : Analysiere die Abweichung von der Schmiegeparabel als Funk-
tion des Entwicklungspunktes mit dem Mittelwertsatz. Wir fixieren h > 0 und
betrachten fiir Entwicklungspunkte x e [0,h] die Differenz :

A) = gh) - g® - g/®)(h - x) - C(h - x)?
A'(x) = -g’®)(h-x)+2C(h - x)

c - 8 -0 -g'Oh

Wiahlt man
h2

soist A(0) =0 und A(h) = 0 . und der Mittelwertsatz liefert ein £ e JO.h[
mit

0 = A(]) = (-g"(&) +2C)(h-§)

Das fuhrt auf C = g"(£)2 und so zur Behauptung.
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