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Beitrige zur elementaren Zeitreihenanalyse
- Teil 2

von Giinter Nordmeier, Bad Essen

Kurzfassung: In Teil 1, erschienen im letzten Heft von Stochastik in der Schule, wurde
die Methode der gleitenden Mittelwerte vorgestellt. Diese dient dazu, aus einer Zeitreihe
den Trend herauszurechnen. In diesem Teil wird der Rest eines Beispiel besprochen, spe-
ziell wird aus dem Trend eine Prognose fir die Zukunft abgeleitet. Danach wird eine
andere Methode zur Berechnung des glatten Teils einer Zeitreihe vorgestellt, namlich die
exponenticlic Glattung. Diese Methode wird sodann an einem Beispiel illustriert und mit
der Methode der gleitenden Mittelwerte verglichen.

3.2 "Lufttemperaturen in NW-Deutschland von 1961-92 - Fortsetzung

Quellen fiir das verwendete Datenmaterial
Wir erinnern daran, daB hier als Lufttemperatur NW-Deutschlands das ein-
fache arithmetische Mittel der Lufttemperaturen von Bremen (Flughafen),
Essen und Hannover-Langenhagen verstanden wird. Als Quellen fiir die Mo-
natsmittel der Lufttemperaturen (und bei Bedarf auch der monatlichen Nie-
derschlagsmengen) wurden dabei verwendet:
- fiir Bremen und Essen von Nov. 1964 weg das Statistische Jahrbuch
fiir die Bundesrepublik Deutschland, Jahrgange 1966 bis 1992,
- fur Hannover-Langenhagen ab Nov. 1964: Stat. Jahrbuch BRD,
- fiir Essen ab 1961: Statistisches Jahrbuch Nordrhein-Westfalen, ab
Jahrgang 1962 (Daten sind bis 1950 zuriick verfligbar),
- fur Bremen und Hannover 1961 bis Okt. 1964: 'Monatlicher Wiite-
rungsbericht', herausgegeben vom Deutschen Wetterdienst
- DreiBig-Jahres-Mittel 1931-1960: Stat. Jahrbuch BRD.

Die Fortsetzung der Zeitreihen in Tabelle 4

Mit Hilfe dieser Quellen konnten die Daten der Tab. 4 bis einschlieBlich
1991 berechnet werden. Um die beiden Zeitreihen von Tab. 4 in die Gegen-
wart zu verlangern, hat der Verfasser die Monatsmittel fiir 1992 zunéchst der
Reihe 'Klima-Eilinformation' des Deutschen Wetterdienstes entnommen. Mit
dem Jahrgang 1993 des Stat. Jahrbuchs BRD erfolgte eine starke Reduzierung
der meteorologischen Angaben. Es werden in Zukunft die Daten der Statio-
nen Bremen und Essen nicht mehr dort nachzulesen sein. Da die Werte fiir
Essen voraussichtlich weiterhin dem Stat. Jahrbuch Nordrhein-Westfalen
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entnommen werden kdnnen, fehlen uns noch die Daten von Bremen, um die
Zeitrethen 'Lufitemperaturen in NW-Deutschland' fortsetzen zu kénnen. Aus
praktischen Griinden wollen wir hier jedoch an den Statistischen Jahrbiichern
als Quelle festhalten. Unter dieser Bedingung gelingt eine zufriedenstellende
Fortsetzung, wenn man mit folgenden Schitzwerten arbeitet:
2 -t(Hannover) + t(Essen)

3
Mit einer Wahrscheinlichkeit von = 90% schitzt man so die Jahresmittel der
Temperaturen fiir NW-Deutschland (im vorhin festgelegten Sinn) auf £ 0,1
[°C] und die Sommermittel der Lufttemperaturen auf + 0,2 [°C] genau.

t{(NW-D) =

Prognosen

Die beiden Hauptanliegen einer Zeitreihenanalyse sind:

1. Die Entwicklung der untersuchten Querschnittsdaten im fraglichen
Zeitraum mit mathematischen Mitteln moglichst genau zu beschreiben.

2. Eine iiber das Ende der vorliegenden Zeitreihe hinausgehende Prognose
zu ermdoglichen.

Das zweite Anliegen ist in unserem Beispiel hochinteressant. Wer mochte
nicht gern im voraus wissen, welche Temperaturen in den kommenden Jahren
herrschen? Fiihren wir jetzt eine solche Prognose durch. Wir legen unser
additives Modell der Zeitreihenanalyse mit den drei Komponenten Trend,
Zyklus und Rest zugrunde.

Trend: Abb. 7 (Teil 1) zeigt zwei mogliche Varianten der Trendforisetzung
tber 1992 hinaus. Beide Varianten lassen sich aus dem bisherigen Trendkur-
ven-Verlauf schlieBen. Auch dazwischenliegende Varianten sind denkbar.
Variante 1 zeigt die hochstmoglichen Trendwerte, wihrend Variante 2 gewis-
sermaBen die an der unteren Grenze liegenden moglichen zukiinftigen Trend-
werte einfangt. Man konnte das Verfahren noch stirker mathematisieren.
Dazu miifite man den Trend als Funktion von t auffassen und eine Ni-
herungsgleichung fiir die Trendkurve finden. Wir sehen hier davon ab.

Zyklische Komponente: Wir untersiellen, dall die herausgearbeitete 8-jahrige
Temperaturschwingung weiter anhilt. Dies ist eine zusitzliche Annahme!

Restkomponente: Die mittlere Restkorponente betrug von 1961-92 = 0,4 [K].
In 78% der erfaliten Jahre galt: |[R| < 0,4 [K]. Wir kénnen mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 80% sagen, daB die Restkomponente |[R| < 0,5 [K] betragt,
wenn sich die klimatischen Verhiltnisse in NW-Deutschland nicht plotzlich
grundlegend dndern. Fir die Prognose setzen wir der Einfachheit halber die
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Restkomponente mit = 0,5 [K] an. Unsere Modellrechnungen stehen damit
unter zusitzlichen Annahmen und die Ergebnisse, also unsere Temperatur-
vorhersagen fiir 1993 bis 1996, sind auBerdem mit einer Wahrscheinlichkeit
behaftet. Dies ist im Unterricht sorgfiltig herauszuarbeiten. Den Schiilern
wird deutlich, was alles dazu gehort, wenn man die Wirklichkeit mit einem
mathematischen Modell einfangen will.

Tab. 9: Schitzwerte fiir die mittlere Jahrestemperatur in NW-Deutschland fiir 1993-96

() (2) (3) 4) (5) (6) ¢))
Trend Zyklische | Rest mit Schitzintervalle
Jahr | Variante | Variante 2| Komponente | P = 80% | Variante 1 Variante 2
[°C] [°C] [K] K] [°C] °C]
1993 10,0 9,9 0,0 +0,5 9,5-10,5 9,4-10,4
1994 10,1 9,8 -0,6 +0,5 9,0-10,0 8,7-9,7
1995 10,2 9,7 -0,7 +0,5 9,0-10,0 8,5-9,5
1996 10,3 9,6 -0,1 +0,5 9,7-10,7 9,0-10,0

Eine tiber das Jahr 1996 hinausreichende Schitzung ist nicht moglich, weil
die beiden Trendvarianten dann zu sehr auseinandergehen.

4. Exponentielles GLitten einer Zeitreihe

4.1 Einfiithrungsbeispiel

Das folgende Beispiel sollte vom 10. Schuljahrgang an geeignet sein. Zur
Trendbestimmung wollen wir nun ein vdllig anderes Verfahren heranziehen,
ndmlich das exponentielle Glatten. Um den Unterschied auch formal hervor-
zuheben, benutzen wir jetzt zur Bezeichnung der Trendwerte die Variable ..
Wir zeigen das neue Verfahren am Beispiel der mittleren Jahres-Lufttempera-
turen von England und Wales (vgl. Tab.3 in Teil 1 bzw. Tab. 10 unten).

Man setzt: y, =y, = y(1981) = 9,74 [°C]

Den 2. Trendwert berechnet man so:
§2 =0y, +(1'“)‘§1
Fur den sogenannten Glattungsparameter a muf3 man ¢inen Zahlenwert zwi-

schen O und 1 wihlen. Welchen EinfluB diese Wahl auf die Glittung hat,
werden wir im Abschnitt 4.3 zeigen. Fur unser Beispiel wahlen wir 0=0,3.
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Es ergibt sich:
¥, = 0,3-10,36 +0,7-9,74 = 9,93
Den 3. Trendwert berechnet man so:
§3 = oa‘y3+(1—oc)-§2 usw.
Im Beispiel ergibt sich:
3 = 0,3:10,46 +0,7-9,93 = 10,09

Der Grundgedanke des exponentiellen Glittens ist nun deutlich geworden.
Man wichtet den aktuellen Zeitreihenwert y, stets mit der Glattungskonstanten
o und den direkt vorhergehenden Trendwert mit (1-a):

§l = u‘Yt+(1~a).;t—1

Tab. 10: Lufttemperaturen in England und Wales

t Y Y,
1981 9,74 9,74
1982 | 10,36 9,93
1983 | 1046 10,09
1984 999 10,06
1985 | 9,23 9,81
1986 | 9,13 9,61
1987 | 9,48 9,57
1988 | 10,19 9,75

*c

in

o 1981 1992 1983 1981 !985 1986 1987 1988 1989
Original-Zeitralhe und Trendlinie
3 original-Zeitreihe <@ Exponent. Glittung

1989 | 1093 10,11 Abb. 8:

Lufttemperaturen - exponen-
tieller Trend mit ¢=0,3

4.2 Zum Namen des Verfahrens

Wie wir soeben dargestellt haben, gilt beim exponentiellen Glitten:
V=Y ey t(l-e)y, ¥, = ey r(l-e)y,  usw

Durch Einsetzen erhilt man:

¥, = wy, +(1-w)y,

Y3 = @'Y, +(1-a)-[a-y, +(l-a)-y,]
@y, ta(l-a)-y, +(1-a)-y,

]
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Yy = a~y4+(1—a)-[a'y3+oc(l—a)'y2 +(1—a)2'y1]
ey, +a(l-a)y, +a(l-a) -y, +(1-a)-y,
usw.

]

Allgemein:
Y, = ey re(l-a)y  +a(l-a)y,+ .. +(1-a) -y,

Jetzt wird deutlich, warum das Verfahren "exponentielles Glitten heifit: Die
Werte der Zeitrethe werden rickwirtsschreitend mit (1-a) exponentiell ab-
nehmend gewichtet. Es ist also moglich, jeden Trendwert direkt aus den Wer-
ten der Zeitreihe zu berechnen. In unserem Beispiel ergibt sich:

0,3-10,93 0,3-10,93
+0,3-0,7:10,19 + 0,2100- 10,19
+0,3-0,72-9,48 + 0,1470-9,48
+0,3-0,73-9,13 +0,1029-9,13
y(1989) = { +0,3:0,74-9,23 = { + 0,0720-9,23 = 1
+0,3-0,7°:9,99 + 0,0504-9,99
+0,3-0,75-10,46 + 0,0353-10,46
+0,3-0,77-10,36 + 0,0247-10,36
+ 0,78-9,74 + 0,0576-9,74

Bei der Betrachtung der letzten allgemeinen Gleichung flir die Trendwerte
und dieses Rechenbeispiels sehen die Schiiler:
1. Beim exponentietlen Glitten gehen alle bisherigen Zeitreihenwer-
te in die Berechnung eines Trendwerts mit ein.
2. Die Gewichtung der Daten nimmt riickwartsschreitend exponen-
tiell ab bzw. vorwirtsschreitend exponentiell zu.
3. Beim exponentiellen Glatten fehlen keine unteren und oberen
Randwerte.
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4.3 Der Einflufi des Glittungsparameters

"Um etwas iiber den
Einfluf des Glittungs-
parameters o zu erfah-
ren, gehen wir zunichst 111
experimentell vor. Dazu
glitten wir unsere aus- gl
gewihlte Zeitreihe der
Lufttemperaturen von
England und Wales mit
a=0,3 bzw. 0,5 und 0,7.
Das Ergebnis ist in
Abb. 9 zu sehen. Dies
fihtt uns zu der Ver- Abb. 9: Lufttemperaturen in England und Wales -
mutung, dall groBere Exponentielles Glitten:
Parameter die in einer —a=03 ~a=05 ---a=07
Zeitreihe enthaltenen
Unterschiede auch mehr hervorheben. Die Trendlinie fiir a=0,7 schwingt am
stiarksten, die Trendlinie fir a=0,3 ist am "ruhigsten". Dal} dies so sein mu8,
koénnen Schiiler aus den Formeln fiir die Glattung schlieBen. Das Unterrichts-
gesprich Uber diese Phanomene sollte etwa zu folgenden Ergebnissen fithren:

1. Je stdrker die jiingeren Zeitreihenwerte beriicksichtigt werden

sollen, desto groBer muBl a gewihlt werden.
2. Je stiarker die zuriickliegenden Werte der Zeitreihe beriicksichtigt
werden sollen, desto kleiner mufl a gewihlt werden.

3. Je groBer a gewidhlt wird, desto stirker wird die Anpassung an
neue Entwicklungen (an Tendenzinderungen) vollzogen.
Je kleiner a gewihlt wird, desto stiarker wird die Reihe geglittet.
Beim Glatten mit o=1 wird die Zeitreihe selbst reproduziert.
Beim Glatten mit =0 entsteht eine Parallele zur Zeitachse durch
den Anfangswert der Reihe. Diese beiden Extreme dienen nicht
zur Trendbestimmung, weshalb man o zwischen 0 und 1 wihlt.

| "I
Bl

1381 1982 1953 1984 1985 1986 1387 13988 1989

vk

Es hingt vom jeweiligen Untersuchungsziel ab, welchen Wert man a gibt. In
unserem Beispiel wird man o klein wihlen, weil es einen langfristigen Trend
aufzuspiiren gilt. Abb. 9 zeigt ibrigens recht deutlich, da die Zeitreihe von
Kimber zu kurz ist, um einen langfristigen Trend - etwa im Sinne einer Kli-
madnderung - auszumachen. Wir sehen wellenférmige Linien vor uns, die
nichts dariiber aussagen, wie es nach 1989 weitergeht.

Anregung: Untersuchen Sie die in Tab. 4 enthaltenen Zeitrethe der Lufttem-
peraturen in Nordwestdeutschland mit Hilfe der exponentiellen Glittung.
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4.4 Vergleich verschiedener Glittungsmethoden

Alle bisher dargesteliten Glattungsmethoden gehéren zu den sogenannten
TiefpaBfilterungen: Hohe Frequenzen bzw. Zyklen/Schwingungen von kurzer
Linge werden unterdriickt. Niedrige Frequenzen bzw. lange Zyklen/Schwin-
gungen werden hervorgehoben. Dadurch wird der Trend sichtbar. Eine gute
Einfihrung in die Praxis der TiefpaBfilterungen gibt Schénwiese (1992). Die
Methode der gleitenden Mittelwerte 148t sich zur Methode der gewichteten
gleitenden Mittelwerte verallgemeinern (vgl. Abschnitt 3 in Teil 1). Auch die
Methode der exponentiellen Glittung 148t sich erweitern, z.B. auf verschiede-
ne Komponenten ausdehnen (Holt-Winters-Verfahren).

Das Verfahren des ex- 12
ponentiellen Glittens ist
wegen seiner vielfalti-

gen Erweiterungsmog- 11t 1
lichkeiten im Grundsatz i
der gleitenden Mittel- 4! B 10

wertbildung iiberlegen. bt (N 57 I 1 MR 3 o
In Abb. 10 sieht man i

u.a. zwei Trendlinien. g "9
506 1567 1909 1989

Die durchgehende dunk-
le Linie entstand durch
exponentielles Glitten
mit o=0,3, wihrend die
gestrichelte Linie ein
dreigliedriges gleitendes
Mittel darstellt, das in
den Vordaten verankert wurde. Als punktierte Linie wurde noch die mittlere
Lufttemperatur der Jahre 1951-80 eingezeichnet. Damit findet man drei Li-
nien in einer Abbildung, die zu vergleichen und interpretieren sind.

1981 1982 1983 1984 1985 1

Abb. 10: Luftemperaturen in England und Wales -
Vergleich von Glattungsmethoden:
—— exponentiell —-— Gleit. Mittel

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, daBl die Zeitreihe der Lufttemperaturen
von England und Wales und die von Nordwestdeutschland im Zeitraum 1981-
89 einen auffallend dhnlichen Verlauf aufweisen. Dieses Phinomen zu unter-
suchen und Methoden zu entwickeln, wie man zwei Zeitreihen "verbinden"
kann, konnte ein interessantes Vorhaben sein.
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