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Simulationen - angeregt durch eine
Fragestellung aus der Bruchrechnung

von HANS KILIAN, Dortmund

Zusammenfassung: Aus Uberlegungen zu verschiedenen Verfahren zur
Addition bzw. Subtraktion von Briichen heraus wird danach gefragt, mit
welcher Wahrscheinlichkeit die jeweiligen primdren Summenbriiche iiber-
haupt oder sogar nur schwer zu kiirzen sind. Diese Fragen werden durch
entsprechende Simulationen beantwortet. Die Bedeutung der Ergebnisse fiir
den Mathematikunterricht wird angesprochen.

1. Verfahren zur Addition von Briichen

. . .y e a C . . .
Gegeben seien zwei positive Briiche —, —. Deren Summe wird i.a. definicrt
b d
a [ a‘d+b-c
durch —+ = .= 277 %
b d b-d

In der Praxis will man dann in der Regel den Summenbruch in der Form

a ¢ Z .
—+— =— mit ggT(ZN) =1
b N

[-9

schlieBlich vorliegen haben. Wir betrachten verschiedene Moglichkeiten
zur Bestimmung des Paares (Z,N).

Fiir dic Motive, dic dazu gefiihrt haben, solche Betrachlungen anzustellen,
mochte ich an dieser Stelle auf Kilian (1992) verweisen.

1. Beispiel; ,Direkte Addition™ gemiB der Definition der Summe von Brii-
chen
2 7 _2I2+7:205 24641435 1681

1

205 123 205-123 25215 25215 15
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Die sehr groBlen Zwischenwerte und ein schwierig zu kiirzender primiirer
Summenbruch treten auf, obwohl die Ausgangsbriiche bereits vollstindig
gekiirzt sind. Dieses Beispiel zeigt vor allem, daB man auch mit harmlosen
Ausgangsbriichen unter Umstdnden schnell den Integerbereich eines Com-
puters iiberschreiten kann.

2. Beispiel: Addition nach dem Hauptnennerverfahren (kgV-Verfahren)
Wegen ggT( b,d)-kgV(b.d) = bd gilt

__a(diggT(b.d) +c-(b:ggT(b.d))

+ &
d kgV(b,d)

a
b

und damit erhilt man, mit ggT(b,d) = 41, in unserem Beispiel
2 + 7 2-(12341)+7-(20541) 41}

205 123 615 613 15

Das ist im wesentlichen das iibliche Verfahren, und es hat den Vorteil, dafl
die auftretenden Zwischenwerte und der Rechenaufwand zum Kiirzen des
primiiren Summenbruchs erheblich kleiner geworden ist.

3. Beispiel: Ausklammern des ggT(b,d) und anschliefende direkie Addition
2 + 7 I (2 7] 1 2:3+75 1 41 1

205 123 41 5 3 41 5-3 41 15 1s

Ideal im Sinne kleiner Zwischenwerte und damit auch von geringem Re-
chenaufwand beim Kiirzen wiire ja ein Verfahren, welches die folgende Be-
dingung erfuillen wiirde: Alle Zwischenwerte, die wihrend der Berechnung
aufireten, sind

<max. (a,b,c,d, Z, N).

In dem obigen Beispicl 3 ist diese Bedingung erfiillt, aber es gibt ja auch
noch andere Briiche:

4. Beispiel: Addition durch ggT-Verfahren

44 22

5 3 1 (5 3 I 5-7+3-3 1
_+._ —e -4 — U~ —
2 37 2 21 21

6 14 2 13 7

und hierbei ist der zu grofe Zwischenwert 44 trolz Ausklammerns des
ggT(b.d) aufgetreten.
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Bei dem Vergleich des Hauptnennerverfahrens mit dem ggT-Verfahren,
auch unter dem Gesichtspunkt, welches von beiden Verfahren fiir Schiler
besser geeignet sein konnte, habe ich einige Schulbuchadditionsaufgaben
durchgerechnet und andererseits versucht, besonders typische Beispiele zu
konstruieren. Dabei habe ich unter anderem den Eindruck gewonnecn, daB
die nach dem Hauptnennerverfahren (oder nach dem gpT-Verfahren) zu-
nichst entstehenden Summenbriiche nur noch sehr selten zu kiirzen waren.
Vielmehr waren in den meisten Féllen Zihler und Nenner des primiiren
Summenbruches bereits teilerfremd. Auflerdem war es schwierig, kiirzbare
Beispiele zu konstruieren. Man fragt sich schlieBlich: Wie hdufig sind ei-
gentlich die primdren Summenbriiche iberhaupt kiirzbar?

Bei dem ggT-Verfahren ist der primire Summenbruch, der nach dem Aus-
klammern des ggT(b,d) zunichst gebildet wird, sogar stets vollstiindig re-
duziert, und es ist nur noch der ausgeklammerte ggT(b.d) gegen den Zihler
a-(d:ggT(b.d)) + c-(b:ggT(b,d)) eventucll kiirzbar. Die Begriindung licgt in
dem folgenden Satz, fiir dessen Beweis wir auf Kilian (1992) verweisen,
Satz: Die Briiche a/b und c/d seien vollstindig gekiirzt, und aufierdem seien
die Nenner b und d teilerfremd. Dann ist auch der Bruch

a-d+b-c

b-d

vollstindig gekiirzt, d.h. der Zihler ad + bc und der Nenner bd sind teiler-
fremd.

Folgerung: Wenn die Briiche a/b und c¢/d volistandig gekiirzt sind, so ist der
(primiire) Summenbruch genau dann kiirzbar, wenn die Nenner b und d
nicht teilerfremd sind.

2. Fragen zur Kiirzbarkeit von Summenbriichen
Essei N = {1, 2,3,.., m}, m e N. Zwei Briiche %, i d. h. zwei Paare

(a, b), (¢, d) werden rein zufillig ausgewdhlt aus N xN = Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit, daf der entsichende Summenbruch kiirzbar ist, und
Zwar

(1) nach direkter Addition der zufillig ausgewidhlten Briiche:
Py(ggT(ad + b, bd) > 1) =7
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(2) nach Kiirzen der rein zufillig ausgewihlien Briiche und anschliefender
dirckter Addition (Ich bezeichne die gekiirzten Briiche wieder mit a/b,
c/d):

Pui(a-(d:ggT(b,d)) + c-(b:ggT(b.d)), ggT(kgV(b.d)> 1) =7

(3) Die Ausgangsbriiche werden gekiirzt und dann nach dem Hauptnenner-
verfahren addiert:

Pry(a-(d:ggT(b.d) + c(b:ggT(bd)) > 1) =?

(4) Wie (1), (2) oder (3), aber wir fragen: Wie grof ist diec Wahrschein-
lichkeit, daB ein solcher Summenbruch , schwer” zu kiirzen ist?

Welche Briiche sind schwer kiirzbar? Fiir diesen Aufsatz habe ich das so
festgelegl, daB Briiche schwer bzw. nicht leicht kiirzbar sind, bei denen der
ggT von Zihler und Neoner grofier als 5 ist. Begriindung: Alle anderen
Briiche kann man durch (eventuell vielfaches) Kiirzen durch 2, 3 und 5 re-
duzicren und dafiir stehen einfache Teilbarkeitsregeln zur allgemeinen Ver-
fiigung,.

Ich will zeigen, daB} Briiche, die schwer kiirzbar sind, nur einen geringen
Anteil aller Briiche ausmachen. Dazu mufl man nicht unbedingt genau defi-
nieren, was einen schwer kiirzbaren Bruch charakterisiert. Es geniigt auch
zu zeigen, daB eine Klasse von Briichen, die alle schwer kiirzbaren Briiche
und eventuell noch einige weitere Briiche umfaBt, nur einen geringen An-
tel aller Briiche ausmacht. Jedenfalls kommen dann auch alle schwer kiirz-
baren Briiche nur selten vor, egal wie man ,,schwer” vielleicht spiter noch
prézisiert. - Die Begriindung fiir dieses Vorgehen ist (abgeschen davon, daB
eine Einigung dariiber, welche Briiche fiir welchen Personenkreis schwer
kiirzbar sind. kaum méglich sein wird), daf man auf diese Weise ein Aus-
wahlkriterium fir Briiche bekommt, welches einfach in einem Computer-
programm zu realisieren ist.

Ein Einschub: Es gibt noch eine ganz brauchbare Teilbarkeitsregel fiir die
Teilbarkeit durch 7. Diese ist allerdings kaum bekannt. Auch ihre Herkunft
ist mir nicht bekannt. Da es schon wire, wenn man die Schwelle fiir
~schwer* noch etwas héher legen kénnte, mochte ich diese Gelegenheit nut-
zcn, um diese Teilbarkeitsregel zu propagieren.

Zuniichst ein Beispiel: Ist 7 ein Teiler von 1234567
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1 2 3 4 5 6
- 1.2 (12 =2-6)
1 2 3 3 3
- 6 (6=2.3)
P 2 2 7
- 1 4 (14 =2.7)
1 0 8 - 7]1108, also ist auch 7 | 123456.

Dieses Verfahren beruht auf dem folgenden Teilbarkeitskriterium fiir die
Teilbarkeit durch 7:

Gegeben sei eine (nicht zu kleine) natiirliche Zahl
z=a,a,,..3,3; 3, (a,€{012 ..9}, 2,%#0)

Die letzte Ziffer ay von z wird gestrichen, und von der so entstandenen Zahl
wird 2-a, subtrahiert usw.! z ist genau dann durch 7 teilbar, wenn die letzte
neue Zahl durch 7 teilbar ist.

Auch Schiiler und Studenten finden heraus, daff bei diesein Verfahren z
iibergeht in
Z — Qo g = z—21-ac

10 10
Von z wird also ein Vielfaches von 21 (und also von 7 sowohl als auch von
3) subtrahiert, und anschliefend wird die Differenz durch 10 = 2-5 divi-
diert. Die Ausgangszahl und die neue Zahl haben also dieselben Teilbar-
keitseigenschaften in Bezug auf 7 (und auf 3). - Man kann weitere Teilbar-
keitsregeln dieser Art konstruieren, wenn man andere Vielfache von a, von
z subtrahiert usw.

zZz >

3. Eine verwandte Fragestellung

DaB die obigen Fragen zur Kiirzbarkeit von Summenbriichen nicht einfach
zu beantworten sein werden, zeigt die bekannte Antwort auf die folgende,
nun naheliegende, weil einfachste Frage in diesem Zusammenhang:

Ein Bruch < werde rein zufillig ausgewihlt. Wie grof ist dic Wahrschein-
b

lichkeit, daB ein solcher Bruch vollstindig gekiirzt ist: P(ggT(a,b) = 1) =?
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6
Es gilt P(ggT(a,b) = 1) = — ~ 60.8 %, also P(ggT(a,b)> 1) =39 %.

T

Eine Skizze eines Beweises findet man bei Knuth (S. 324, S. 337), eine
heuristische Herleitung findet man bei Engel (S. 209-211).

Wo = erscheint, hért dic Mathematik auf, ganz cinfach zu sein. Deshalb
kann man diese Uberlegungen kaum in der Klasse 6 durchfithren. Aber fiir
unsere praktischen Fragestellungen reicht eine Antwort auf solche Fragen
auf einige Prozentpunkie genau auch véllig aus, und die kann man durch
Simulationen mit relativ wenig Aufwand erreichen, Liflt man die Schiiler
bzw. Studenten vor der Durchfithrung einer Simulation raten, wie das Er-
gebnis aussehen wird, so erreicht man im allgemeinen einen deutlicheren
Lerneffekt. Die meisten Leule sind dann zB. erstaunt dariiber, wic grofy
P(ggT(a,b) = 1) st

4. Ergebnisse der Simulationen

Um dic oben formulierten Fragen zur Kiirzbarkeit von Summenbriichen
durch Simulation zu beantworten, wurden Programme in Standard Turbo
Pascal verwendet. Die Zahlen a, b, ¢, d wurden als Pscudozufaliszahlen aus
einem Abschnitt N, = {1, 2, 3, ..., max.} ausgewdhli, die entsprechenden
Briiche und Summenbriiche gemidf dem jeweiligen Additionsverfahren an
den richtigen Stellen durch eine Prozedur KuerzeBruch gekiirzt. Eine
Funktion ggT bestimmte die interessierenden gréfBten gemeinsamen Teiler.
(Diese Programme stelle ich interessierten Kollegen und Kolleginnen gern
zur Verfiigung.)

Bemerkung: Es werden also Stichproben (vom Umfang n = 2000 z.B.) aus

den Grundgesamtheiten N2, XNZ_ gezogen, allerdings nicht durch ein

max
wirklich rein zufilliges Auswahlverfahren, sondern durch ein algorithmi-
sches Verfahren zur Bildung entsprechender Paare von Paaren ((a,b), (c.d))
aus Pseudozufallszahlen, a, b, ¢, d. Insofern handelt es sich um Simulatio-
nen, insbesondere um ein Monte-Carlo-Verfahren.

Dabei habe ich dic folgenden Ergebnisse erhalten:

1. Additionsverfahren: direkie Addition der zufilligen Ausgangsbriiche mit
I < ab,c,d < max., gemif der math. Definition der Addition von Briichen.
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max. g_gTd > 1 EETd >5 g_&Td >7
50 (gezihlte Werte) 10.7027 0.2836
99 0.71 0.36 0.31
9999 0.72 0.37 0.31
Bemerkungen:

(a) Die Ergebnisse zu max = 9 und max = 50 sind exakt. Alle moglichen
Paare von Briichen wurden durchgezihlt. Anzahl der benutzen Paare
sonst 2000.

(b) Es fallt auf, daB Summenbriiche viel hiufiger kirzbar sind als rein zu-
fallig gewihlte Briiche. Aber die meisten Briiche sind leicht zu kiirzen.

(c) Von den Ergebnissen zu max > 99 ist vermutlich jeweils nur die erste
Ziffer zuverlissig. Selbst die Einerstellen der entsprechenden Prozentan-
gaben konnten sich noch dndern. Das gilt auch fir alle folgenden Aus-
sagen.

2. Additionsverfahren: Kiirzen der Ausgangsbriiche, dann direkte Addition:

max geTa>1 jgeTy>35 [ggTia>7

50 (gezihlte Werte) [0.2132 0.096

929 0.22 0.082 0.066

9999 0.22 0.087 0.073
Bemerkung:

Es fillt auf, wieviel schon das Kiirzen der Ausgangsbriiche die Kiirzbarkeit
der Summenbriiche reduziert, obwohl diese noch durch direkte Addition ge-
wonnen werden. Ich wiirde im Unterricht die Schiilerlnnen selbst herausfin-
den lassen, daB es aus Griinden der Rechenokonomie giinstig ist, die Aus-
gangsbriiche zundchst zu kiirzen. Entsprechende Aufgaben miifite man

eventuell zu den Schulbuchaufgaben hinzufiigen.

3. Additionsverfahren: Kiirzen der Ausgangsbriiche, dann Hauptnenner-

bzw. ggT-Verfahren

max &g’l‘kﬂ > 1 g_ngH >S5 lggThy>7
50 (gezéhlte Werte) J0.0613 0.0029
99 0.06 0.005 0.003
9999 0.06 0.002
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Uberraschendes Ergebnis: Fast alle Summenbriiche sind leicht kirzbar.
Nur ungefihr 0.6 % aller Summenbriiche sind schwer kiirzbar. Fiir die all-
gemeine Praxis und ebenfalls fiir die Schulpraxis sind die Briiche, die nicht
durch hochstens 5 kiirzbar sind, vermutlich ohne Bedeutung! Meines Er-
achtens kann man daraus die Konsequenz zichen, dal man in einer Klasse,
deren Schiiler sehr grofe Probleme im Umgang mit Briichen haben, die
auftretenden Summenbriiche (bei vollstandig gekiirzten Ausgangsbriichen
und Hauptnenner- bzw. Ausklammerverfahren) nur noch durch 2, 3 und 5
{und eventuell 7) kiirzen sollte, bis diese Faktoren nicht mehr auftreten.

Bemerkung:

Bei der Addition nach dem ggT-Verfahren ist der Zihler des auftretenden
Summenbruches gegen den ausgeklammerten groBten gemeinsamen Teiler
der Nenner genau dann zu kiirzen, wenn der Summenbruch nach dem kgV-
Verfahren zu kiirzen ist. Dies ergibt sich aus den folgenden Rechnungen:

1) Es sei ggT(a, b) =ggT(c.d)=1, g :=ggT(b. d), B:=bg, D:i=d:g
Dann gilt: ggT(ad + be, bd) = g-ggT(aD + Be, g)

Beweis:
ggT(ad + be, bd) = ggT(aD g + g-Be, g'BD) = g-ggT(aD + Be, gBD).

Da nun nach dem obigen Satz ggT(aD + Bc, BD) = 1 ist, so folgt weiter
=g-ggT(aD + Bc, g).

b-d
2) Aus kgV(b, d)-ggT(b, d) = b-d erhilt man kgV(b, d) = — = gBD.

g
Damit folgt, fiir das kgV-Verfahren:

ggT(a-(d:g) + (brg)-c, kgV(b, d)) = ggT(aD + Bc, gBD) = ggT(aD + Bc, g),
wic oben.

Der primédre Summenbruch des kgV-Verfahrens ist also

a ~(d:g)+ (b:g)-c
b-dg
genau dann und durch genau dieselbe Zahl kiirzbar wie die ,,Grofen™ g und
aD + Bc des ggT-Verfahrens. (Allerdings ist die Kiirzungszahl ggT(aD +

Bc, g) im kgV-Verfahren schwieriger direkt zu berechnen (s.0.)).
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5. Simulation im Unterricht

Kann man diese Ergebnisse auch im Mathematikunterricht der Sekundar-
stufe I gewinnen? Ich habe versuchsweise folgendes Experiment ohne Com-
putereinsatz durchgefiihrt:

(D) Aus ciner Tabelle von Zufallszahlen (Wetzel et al. 1967) habe ich 50
Paare von Briichen % % herausgelesen mit 01 < a,b,c.d < 99 und in
ciner zweispaltigen Liste zusammengestellt.

(II) Dann wurde zuniichst gezihlt, wie viele dieser Briiche schon voll-
stindig gekiirzt waren. Ergebnis (in diesem Experiment):

abs. Haufigkeit gekiirzter Briiche = H(ggT(a,b) = 1) = 64
64
rel. Hiufigkeit gekiirzter Bricche = h(ggT(a,b)=1)=— = 06
100
(I1D) Relative Haufigkeit hy derjenigen Paare von Briichen, deren Sum-
menbriiche (berechnet dirckt aus den Zufallsbriichen) zu kiirzen sind:
35 70
hy(ggTad +be, bd)> 1) = =~ = — =07
aeeT@@ )> 1) 50 100
(0.7 als Schiitzwert fiir die entsprechende Wahrscheinlichkeit)

(1V) Die Zufalisbriiche werden ggf. zunachst gekiirzt und dann direkt ad-
diert:
14 28 ,
h 4(ggT(@d + bc,bd) > 1) = — = — = 0.3 (als Schitzwert)

(V) Die Zufallsbriiche werden zunichst gekiirzt und dann nach dem
Hauptnennerverfahren oder nach dem ggT-Verfahren addiert:

2 8
h (ggT(ad +be,bd)> 1 = — = — = 0.1 (als Schatzwert)
25 100

(V) Wie oben (V), aber

0
hyy(ggT(ad + be. bd) > 5) = — =~ 0.0
50

(0.0 als Schitzwert, mit angedeuteter Genauigkeit)

Dieses Beispiel zeigt, da man schon mit geringem Aufwand brauchbare
Ergebnisse gewinnen kann. In ciner Klasse mit 30 Schiilern, die vielleicht
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zu zweit je 5-10 Paare von Zufallsbriichen verarbeilen, sollte man also in al-
ler Regel mit MeBwerten rechnen kénnen, die cine Dezimale exakt wieder-
geben (Natiirlich miissen afle Einzelergebnisse zusamimengefaBt werden).

Inzwischen ist P(ggT(a, b) > 1) auch in einem 6. Schuljahr eines Gymnasi-
ums in Hagen von den Schiilern fiir 0 < a, b < 99 (a # 0 oder b = 0) ge-
schitzt worden. Dabei wurden die Zahlen 00, 01, 02, ... 99 auf kleine ver-
schiedenfarbige Kirtchen geschrieben, einmal fiir den Zihler und einmal
fiir den Nenner, und zufillig aus zwei ,,Urnen®, aus unterrichtstechnischen
Griinden allerdings ohne Zuriicklegen, gezogen. Das Ergebnis traf den
theoretischen Wert ebenfalls (zufiillig natiirlich) sehr gut.

Bemerkung: Im Stochastikunterricht konnte man sich iiberlegen, dal man
damit rechnen muf}, dal die Wahrscheinlichkeit relativ seliener Ercignisse
durch Simulation weniger leicht (weniger genau) zu schitzen ist als die
hiufiger Ereignisse. Die erste Ziffer jeder der oben geschitzten Wahr-
scheinlichkeilen ist trotz der geringen Anzahl der Versuche erstaunlich gut
getroffen worden.

Ergdnzung: Man kann natiirlich auch versuchen, solche Wahrscheinlich-
keiten auszurechnen. Ich habe bisher erhalten (P sei hier die Menge der
Primazahlen):

(I) Py(ggT(ad + bd, bd) = 1) = l—l (1- 222y = 0.287 (gerunder),

3
pEP P

also Py(ggT(ad + bd, bd)> 1) =1-0.287=0.713

1
G+
also P (ggT(ad + bd, bd) > 1) = 1 - 0.776 = 0.224.

(I)Py (ggT(ad + bd, bd) = 1) = rLu - 5) =0.776 (gerundet),
pE

Diese Zahlenwerte stimmen mit den experimentell gewonnenen Werlen
schr gut itberein. - Ich werde in einem weiteren Aufsalz mit dem Thema
. Teilbarkeitslehre fir Zufaliszahlen® diese Formeln herleiten.

6. Abschlieiende Bemerkungen

Zur Schluf méchte ich noch ein Plidoyer fiir diese Art der Verbindung
von verschicdenen Gebieten des Mathematikunterrichts vortragen. Durch
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die Verbindung von Themen aus der Bruchrechnung/Teilbarkeitslehre ei-
nerseits mit der Stochastik andererseits wird Schubladendenken gestort
bzw. werden subjektive Erfahrungsbereiche (,,frames™) vernetzt. Die Schi-
ler werden sehr erstaunt sein, dab so etwas moglich ist.

~  Bruchrechnung wird implizit wiederholt, unter einer ncuen Fragestel-
lung und unter neuen Gesichtspunkten. Welches Additionsverfahren
bedingt die kleinsten Zwischenwerte und fithrt zu leicht kiirzbaren
Summenbriichen? Der ggT wird aufgewertet!

—  Stochastik wird innerhalb der Mathematik angewandt. Es handelt sich
um eine bedeutsame Anwendung, die aber nicht die Schwierigkeiten
macht, die bedeutsame mathematische Anwendungen in anderen Be-
zugwissenschaften in der Regel mit sich bringen.

~ Man kann die Fragestellung erweitern und variieren. Wie verhilt es
sich mit der Subtraktion von Briichen? Welche Ergebnisse erhilt man,
wenn man als ,schwer kiirzbar™ Surnmenbriiche betrachtet, deren ggT
>11list(z. B)?
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