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Ein klassisches Wahrscheinlichkeitsproblem

von Ruma Falk, Jerusalem; Ubersetzung: Hans-Dieter Sill

Zusammenfassung: Es wird ein klassisches Wahrscheinlichkeitsproblem mit einer offen-
sichtlich fehlerhaften Losung analysiert. Die Kldrung des entstehenden Widerspruchs be-
leuchtet grundlegende Konzepte der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Einleitung
Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist offenbar reich an Paradoxien, die grundle-

gende Situationen und Konzepte betreffen. Ein solches ist das folgende Problem,
das bereits seit mehreren Generationen bekannt ist. Man muf3 kein Experte in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung sein, um die Fehlerhaftigkeit der Uberlegungen in
dieser Sache zu erfassen. In der Abbildung ist eine Version dieses Problems dar-
gestellt, die im Kopf eines Werbeheftes einer Bank erschien.

[Abbildung 1 zeigt eine Karikatur, in der ein FuBlballschiedsrichter am Anstof3-
punkt eines FufBlballfeldes drei Miinzen in die Luft wirft, mit dem angegebenen
Text. Die Zeichnung wurde in Teaching Statistics mit freundlicher Genehmi-
gung der Kreditbank Osterreich abgedruckt.]

,Wenn man drei Miinzen wirft, werden immer zwei mit der gleichen Seite nach
oben fallen. Da die dritte Miinze in gleichberechtigter Weise Zahl oder Wappen
zeigen kann, sind die Chancen, daf bei allen drei Miinzen die gleiche Seite oben
liegt oder nicht, gleich groB3. Ist das wahr oder falsch?

Die mir bekannte fritheste Version dieses Problems wurde von Sir Francis Gal-
ton vor 100 Jahren (1894) aufgeschrieben. Die folgende Formulierung ist ein
Zitat aus der Zeitschrift Nature :

,Die Frage betrifft die Wahrscheinlichkeit, dal drei Miinzen mit der gleichen
Seite nach oben fallen, d.h. daB alle entweder Zahl oder Wappen zeigen. Die di-
rekte Losung ist ziemlich einfach; es gibt ndmlich zwei verschiedene und
gleichwahrscheinliche Moglichkeiten beim Werfen einer Miinze, 4 Moglichkei-
ten beim Werfen von 2 Miinzen und 8 Moglichkeiten fiir drei Miinzen. Unter
diesen 8 Moglichkeiten ist eine mit dreimal Wappen und eine mit dreimal Zahl.
Die Wahrscheinlichkeit, da3 alle auf die gleiche Seite fallen, ist also 2 zu 8 oder
1 zu 4.

Entgegen dieser SchluBfolgerung horte ich unlidngst folgende Argumentation,
die in gutem Glauben vorgetragen wurde: Mindestens zwei der Miinzen miissen

mit der gleichen Seite nach oben liegen, und da die Chancen gleich sind, daf3
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eine dritte Miinze Zahl oder Wappen zeigt, stehen die Chancen, daf3 alle das
gleiche zeigen, 1 zu 2 und nicht 1 zu 4. Wie liegt der Trugschluf3?* (Galton
1894, S. 365)

Ungeachtet der Bezeigung ,,Paradoxon® im Titel von Galtons Artikel (Ein
glaubhaftes Paradoxon der Wahrscheinlichkeit) gibt es keine Zweifel, welche
der beiden Antworten in diesem anscheinenden Paradoxon die richtige ist. Im
Unterschied zu dem Widerspruch, den viele bekannten Probleme enthalten, in
denen zwei kontrire Argumentationen in gleicher Weise iiberzeugend sind (vgl.
z.B. das Drei-Gefangenen-Problem, Falk 1992, Morgan et al. 1991) liegt der
springende Punkt in der Aufgabenstellung des vorliegenden Problems, die Irre-
fiihrung in der zweiten Antwort aufzudecken. Dies ist jedenfalls keineswegs tri-
vial. Es ist schwerer fal3bar, als es zunachst scheint.

Das irrefiihrende ,,Die*

Es ist sicherlich richtig, da3 ,,wenigstens zwei der Miinzen mit der gleichen Sei-
te nach oben liegen miissen®. Es erscheint genauso verniinftig zu sein, zu be-
haupten, dal} ,,die Wahrscheinlichkeit, ob eine dritte Miinze Zahl oder Wappen
zeigt, gleich ist*, obwohl die Identitdt der in den Darlegungen genannten Miinze
nicht klar ist. Ist eine bestimmte Miinze, wie in der Werbeschrift zum Ausdruck
gebracht wird: .,... da die [kursiv vom Autor] dritte Miinze in gleichberechtigter
Weise Zahl oder Wappen zeigen kann* oder ist es eine nicht spezifizierte allge-
meine Miinze?

Die Mehrdeutigkeit in Bezug auf die Formulierung ,,die dritte Miinze* kann zu
dem Verlust an Klarheit iiber die zwei gleichberechtigten Miinzen fiihren. Gal-
tons Formulierung ,,mindestens zwei der Miinzen* macht keine genauen Anga-
ben liber zwei bestimmte Miinzen. Ebensowenig sind sie eindeutig bestimmt
durch die Formulierung der Werbeschrift ,,zwei fallen immer auf die gleiche
Seite®.

Wir wollen zwei Moglichkeiten der Definition von den Miinzen mit gleichem
Ergebnis und entsprechend von der dritten Miinze untersuchen. Die erste geht
von den zwei Miinzen aus, die gleich fallen. Die zweite stiitzt sich auf einer Spe-
zifizierung der beiden gleichen Ergebnisse (entweder Zahl oder Wappen). Gal-
tons Analyse (1894) des Paradoxon entspricht der zweiten Herangehensweise:

1. Wir kénnen die Miinzen mit I, II und III numerieren. Wenn die Miinzen I und
IT die zwei sind, bei denen die gleiche Seite oben liegt, dann zeigt offensicht-
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lich die dritte Miinze, das wére Miinze 11, mit der gleichen Wahrscheinlich-
keit entweder Zahl (Z) oder Wappen (W). Aber bei den Miinzen I und II liegt
nicht mit Sicherheit die gleiche Seite oben, die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
nur 1/2 (siehe die erste Spalte von Tabelle 1). Deshalb ist die Wahrschein-
lichkeit, da3 die Miinzen I und II sowie die Miinze III (die dritte Miinze) mit

der gleichen Seite nach oben liegen —-—=— und nicht 5 Das gleiche gilt

fiir die anderen zwei Moglichkeiten der Konkretisierung der zwei Miinzen,
die mit der gleichen Seite nach oben liegen.

2. Definiert man ,,Die zwei* liber die Ergebnisse, so konnen es entweder zwei W
oder zwei Z sein. Die Tabelle 1 gibt den Stichprobenraum an, der die 8
gleichwahrscheinlichen Ergebnissen beim dreifachen Miinzwurf enthélt. Die
zwei gleichen Ergebnisse sind fiir jeden Fall in der 2. Spalte aufgelistet und
das dritte Ergebnis in der 3. Spalte.

Tabelle 1 Alle moglichen Ergebnistripel beim unabhingigen Werfen dreier

Miinzen
Die 8 gleichwahrscheinlichen Ergeb-| Die zwei gleichen | Das dritte Ergebnis
nisse der drei Miinzen Ergebnisse

I II I
(1) Z V4 Z Z Z Z
(2) Z Z W Z 7 W
(3) Z W Z Z Z W
4) w Z Z Z 7 \%
(5) v W W W W \%
(6) A\ Z W W 4
(7) W Z W W W Z
(8) Z W W W W Z

Betrachten wir die Félle (1) bis (4), in denen die zwei gleichen Ergebnisse Z
sind. Wir sehen, dal} das dritte Ergebnis nur in einem der Falle gleich H ist,
ndmlich in Fall (1). Genauso ist in den Féllen (5) - (8), in denen die zwei glei-
chen Ergebnisse W sind, nur im 5.Fall das dritte Ergebnis auch W.

Wo liegt nun also der TrugschluB3 verborgen? Die gleiche Anzahl von Z und W
in der dritten Spalte bestétigt Galtons Behauptung, daB3 ,,die Chancen, daB3 eine
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dritte Miinze Zahl oder Wappen zeigt, gleich sind.* Aber in jeder Untergruppe
der Fille, in denen die zwei gleichen Ergebnisse konstant sind (entweder Z oder
W), sind die Chancen, da3 die dritte Miinze das gleiche Ergebnis zeigt nicht
gleich, sondern stehen 1 zu 4. Der TrugschluB} ist also, entsprechend Galtons ei-
gener Analyse, in dem angenommenem Bindeglied in der Argumentationskette
zu lokalisieren: ,,deshalb sind die Chancen gleich, daB3 die dritte Miinze entwe-
der Zahl oder Wappen zeigt.*

Zusammenfassend kann man sagen: Wenn die dritte Miinze mit einer der Miin-
zen (I, II oder II) identifiziert wird, ist es falsch, daB3 die zwei anderen immer auf
die gleiche Seite fallen. Wenn jedoch die dritte Miinze erkldrt wird durch die
Ergebnismehrheit (entweder Z oder W), dann ist es falsch, dal3 die Chancen
gleich sind, daf3 das dritte Ergebnis das gleiche ist.

Unklare Bedingtheit

Die direkte Losung durch Betrachtung der Menge der acht Ergebnistripel (erste
Spalte der Tabelle 1), von denen zwei (Nummer (1) und (5)) drei identische Er-
gebnisse haben, liefert leicht die Antwort 1/4. Es ist in diesem Fall nicht not-
wendig, bedingte Wahrscheinlichkeiten zu verwenden. Jedoch, das tduschende
Umgehen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten hat uns fast verleitet zu glauben,
dal die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses 1/2 betrdgt. Dies ist
damit ebenfalls ein Beispiel fiir die Serie von verwirrenden Schliissen, die durch
Jonglieren mit fehlerhaft definierten bedingten Wahrscheinlichkeiten gewonnen
werden (Bar-Hillel & Falk, 1982).

Das Ereignis ,,mindestens zwei identische Ergebnisse* tritt infolge des Schub-
fachprinzips a priori mit Sicherheit ein. Diese Bedingung schrinkt den ur-
spriinglichen Stichprobenraum nicht ein und ist deshalb kein eigentliches be-
dingtes Ereignis. Die ,,bedingte Wahrscheinlichkeit”, dal alle drei Miinzen mit
der gleichen Seite nach oben fallen, ist deshalb genauso grof3 wie sie vor der
,Bedingung‘ war, namlich 1/4.

Wir wollen formal P(A) berechnen, wenn A das gesuchte Ereignis ist (alle Er-
gebnisse sind gleich), indem wir von den beiden Interpretationen der zwei Miin-
zen mit gleichem Ergebnis (und entsprechend der dritten Miinze), die oben dar-
gestellt wurden, ausgehen.
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1. Es sei B das Ereignis, da3 zwei spezielle Miinzen , z.B. I und II, das gleiche
Ergebnis zeigen. Es ist klar, da A — B und deshalb A = A N B gilt. Da P(B)
= 1/2 und P(A|B) = 1/2, erhalten wir

2. Es sei B, das Ereignis, dal3 das hiufigste Ergebnis unter den dreien Z ist und
B,, das Ereignis, dal es W ist. Es ist klar, dal man fiir die Wahrscheinlichkeit
von drei gleichen Ergebnisse erhilt

P(A)=P(A|B )P(B )+P(AB_)P(B_)
Da P(B,) = P(B,) = 1/2 und P(A|B,) =P(A|B,,) = 1/4 (vgl. Tab. 1), gilt

P(A)Zz-

Was weill man?

Der sicherste Weg, die Unklarheiten beim Umgang mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten zu vermeiden, ist die Riickfiihrung auf ein Zufallsexperiment, das un-
ser unsicheres Ereignis generiert, und die Erzeugung eines Verfahrens, durch
das die Information gewonnen werden kann (Falk, 1992; Gardner, 1961). Wir
bendtigen eine Verfeinerung der Beschreibung des Experimentes mit den drei
Miinzen, die uns exakt erlaubt zu sagen, wie wir erfahren, das mindestens zwei
der Miinzen mit der gleichen Seite nach oben liegen. Diese epistemologische
Fragestellung kann entscheidend fiir die mathematische Losung sein.

In Anlehnung an die Methode von Freund (1965) bei seiner Analyse eines Prob-
lems beziiglich einer bestimmten Zusammenstellung von Karten in einer Hand,
stellen wir uns vor, da3 wir eine Spion beschéiftigen, der uns mit den erforderli-
chen Kenntnissen versorgt. Das Experiment wird so durchgefiihrt, dafl der Expe-
rimentator jedes Mal ansagt, wenn eine Miinze geworfen wird. Wir konnen die
Ergebnisse dieser Wiirfe nicht sehen, aber unser Spion hat eine Moglichkeit,
dies zu tun und er betitigt jedesmal eine Klingel, wenn er ein Ergebnis sicht
(entweder Z oder W), das schon einmal vorgekommen ist. Die Klingel wird na-
tiirlich mit Sicherheit einmal wéihrend des Experimentes ertonen, aber in welcher
Stufe dies passiert, wird fiir uns informativ sein. Die fettgedruckten Buchstaben
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in der ersten Spalte der Tabelle 1 geben die Ergebnisse an, die vom Lauten der
Klingel durch unseren Spion begleitet werden.

Wir wollen mir R;, R, und R; die Ereignisse bezeichnen, daf3 die Klingel nach
dem Werfen der Miinze I, II oder III ertont. Es ist offensichtlich, daB3 P(R;) =0
und P(R;) = P(R3) = 1/2. Immer wenn Rj; eintritt (Tripel (3), (4), (7) und (8) in
Tab. 1), wissen wir, dall unser Zielereignis A (alle Ergebnisse sind gleich) nicht
mehr eintreten kann. Wenn R, eintritt (Tripel (1), (2), (5) und (6) in Tab. 1), wis-
sen wir, daf} (buchstédblich) ein Miinzwurf entscheidet, ob A eintritt oder nicht.
P(A) ergibt sich durch

P(AIRP(R,) +P(A[R,)P(R;) + P(A[R;)P(R;) =0+

1
4

N | —

L +0
2 2
Schluffolgerung

Obwohl diese Problem trivial in dem Sinne ist, dal} die richtige Anwort von An-
fang an bekannt ist, hat es seinen verwirrenden Charakter noch nicht verloren,
der Galton vor 100 Jahren veranlaf3t hat, seinen Artikel zu schreiben. Die Analy-
se des Problems unter verschiedenen Aspekten kann hichst instruktiv sein. Da
keine komplizierten Techniken erforderlich sind, konnen die Schiiler bereits in
ithren ersten Lehrgéingen zur Wahrscheinlichkeit Einsichten in solche fundamen-

talen Konzepte wie Zufallsexperiment, Ergebnismenge, bedingte Ereignisse und
bedingte Wahrscheinlichkeit gewinnen.
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