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Erfahrungen mit einer Leistungskurs-Abituraufgabe
Karl-Heinz Krautkrdmer

Unterrichtliche Voraussetzungen

Stochastik war das Thema des ersten Halbjahres der Oberprima. In den beiden
ersten Wochen wurden noch einige Aspekte zur Linearen Algebra behandelt. Es
wurde das Lehrbuch /Althoff 1985/ bis zum Hypothesentest durchgearbeitet.
Bei der Bearbeitung der Aufgaben durften ein nichtprogrammierbarer Taschen-
rechner und die Formelsammlung aus /Althoff 1985/ benutzt werden.

Alle in der Aufgabe angesprochenen Teilaspekte sind im Unterricht behandelt
worden; allerdings ist eine Abfolge wie die vorliegende, die von einem Zei-
tungsartikel ausgeht, ungewohnt. Anwendungen des Satzes von der totalen
Wahrscheinlichkeit wie auch des Satzes von Bayes wurden an etlichen Beispie-
len eingetibt; seltener waren Fragen wie in c)l Unterrichtsgegenstand. Das Te-
sten von Hypothesen und damit verbundene Begriffe wie Nullhypothese, Signi-
fikanzniveau, usw. miissen geldufig sein.

Aufgabenstellung

Die folgende Aufgabe wurde zusammen mit je einer Aufgabe aus der Analysis
und der Linearen Algebra (Populationsdynamik) in der Abiturklausur 1994 in
meinem Leistungskurs am Kreisgymnasium Halle gestellt. Die Bearbeitungszeit
betrug fiinf Zeitstunden.

In dem Ihnen bekannten Berufswahl-Magazin ,,abi“ wurde in der Ausgabe
12/92 tiber die Verkehrsmittelnutzung der Studenten auf ihrem Weg zur jewei-
ligen Universitiit berichtet, und zwar wurde unterschieden nach Studenten, die
eine Hochschule in den neuen Bundesldndern besuchen, und denen, die an einer
Hochschule in den alten Bundesléndern studieren. Die Angaben lassen sich zu
einer (leicht ergénzten) Tabelle zusammenfassen, die nach ,,Osten®, ,,Westen®,
insgesamt* und benutztem Verkehrsmittel eingeteilt wurde, und jeweils Pro-
zentangaben enthélt.

zu FuB | mit dem Rad |mit einem Bus 0.4.] mit dem Auto
Westen 33,00 37,00
Osten 40,00 15,00 37,00 08,00
insgesamt | 12,28 21,29
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Berechnen Sie (mit kurzen Erlduterungen) die in der Tabelle fehlenden Pro-
zentangaben, und setzen Sie dabei voraus, daB 92,4% von allen bundesdeut-
schen Studenten im Westen studieren, der Rest im Osten! (Diese Angabe
stammt aus einem anderen Artikel desselben ,,abi“-Heftes.)

Sie treffen im Urlaub einen Studenten aus Deutschland, der Ihnen erzihlt,
daB er tdglich mit dem Rad zur Universitit fahrt. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da3 er an einer Hochschule im Ostteil der BRD einge-
schrieben ist?

Es sollen nun nur die Studenten aus den neuen (&stlichen) Bundesldndern

betrachtet werden.

1. Mehrere Studenten werden nacheinander gefragt, ob sie mit dem Fahrrad
zur Universitit fahren. Die Umfrage soll beendet werden, wenn man den
ersten Radfahrer gefunden hat, spitestens aber nach 6 befragten Studen-
ten.

a) Zeichnen Sie einen Wahrscheinlichkeitsbaum zum obigen Versuch!

b) Wie sieht der entsprechende Stichprobenraum aus?

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Umfrage vorzeitig abge-
brochen wird?

2. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, da unter 7 zuféllig herausgegriffe-
nen Studenten genau 2 mit dem Fahrrad kommen?

3. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf bei 200 befragten Ost-Studenten
mindestens 30 und hochstens 40 mit dem Fahrrad kommen?

Der Bielefelder Stadtrat iiberlegt, ob er ein besonders glinstiges ,,.Semester-
Ticket* fiir die Benutzung von 6ffentlichen Verkehrsmitteln (Bus) einfiihren
soll, damit Studenten auf ihr eigenes Auto als Verkehrsmittel innerhalb der
Stadt verzichten. Da eine solche Einfiihrung nicht billig flir die Stadt ist,
entschieden sich die Stadtviter, dieses Ticket nur dann einzufithren, wenn
der Anteil der autofahrenden Studenten auf unter 25% absinkt. Dazu planen
sie einen Test mit einem Stichprobenumfang von 50 zufillig ausgewihlten
Studenten, die jeweils gefragt werden sollen, ob sie auf ihr Auto verzichten
wiirden, vorausgesetzt es gibe ein solches Semester-Ticket.

1. Erlautern Sie die beiden mdoglichen Fehlerarten, die bei einem solchen

Test auftreten kénnen!
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2. Ein bestimmter Ratsherr mochte als Nullhypothese ,, H,: p 2 0,25 durch-

bringen. Welchen Fehler will dieser Mann méglichst gering halten?
3. Es wird aber als Nullhypothese ,, H: p < 0,25 gewdhlt.

a) Welchen Fehler mochte die Mehrheit des Stadtrates moglichst ver-
meiden?

b) Geben Sie eine geeignete Entscheidungsregel an (Signifikanzniveau
von 5%)!

c) Zeichnen Sie die entsprechende Giitefunktion, kennzeichnen Sie die
Bereiche fiir den Fehler 1. Art, bzw. den 2. Art!

d) Wie groB ist die Irrtumswahrscheinlichkeit fir p=0,35?

Erwartete Schiilerleistungen

Die Aufgabe ist in ihren wesentlichen Teilen in den 2. Anforderungsbereich
einzuordnen. Es gilt zusétzlich immer, einen gedanklich korrekten Ansatz zu
finden, der dann formal exakt ausgeflihrt werden muB (in a) und b) ). Die Ab-
folge in c) verlangt etwas Uberblick tiber den Teil der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, der im Unterricht behandelt worden ist (Baum, Stichprobenraum, Berech-
nungen anhand eines Baumes, Bestimmung liber die Definition von binomial-
verteilten ZufallsgroBen und schliellich noch das Ablesen aus der entsprechen-
den Tabelle); der Schiiler muB also in der Lage sein, die Vorgehensweisen aus
dem Unterricht vollstdndig zu reorganisieren. Obwohl Hypothesentests hinrei-
chend behandelt worden sind, stellen sie an die Schiiler wegen der notwendigen
Formulierungen und Interpretationen immer erhthte Anforderungen, so daB hier
insgesamt der gehobene Bereich II angesprochen wird.

Losung der Aufgabe:
Es gelten folgende Festlegungen:
F: Der Student kommt zu FuB zur Universitét.
(Entsprechend: R - Fahrrad; B - Bus; A - Auto)
O: Der Student studiert an einer Hochschule in den neuen Bundeslindern.
(Entsprechend: W - alte Bundeslidnder)
a)P(F)= P(O)- P(F)+ P(W)-P(F) =0,1228=0,076-0,4+0,924- P, (F)
< P (F)=01
P(By=1-(P,(F)+ P(R)+ P (A)=02
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P(R)=P(O)- P,(Ry+ P(W)- P,(R) =0,076-0,15+ 0,924 -0,33=0,3163
P(A)=1-(P(R)+ P(B)+ P(F))=10,3480
b) Diese Aufgabe wird mit Hilfe des Satzes von Bayes geldst.

P (0)= P(O)- P,(R) 0,076:0,15 0,036
“ P(R) 03136 ——

Mit ca. 3,6% Wahrscheinlichkeit studiert er in den neuen Bundeslidndern.

AN NN

b) S={R,RR,RRR,RRRR,RRRRR,RRRRRR, RRRRRR}
c) P(,vorzeitiger Abbruch*)
= 1-P(,,Es werden 6 Studenten befragt.*)
=1-0,85°=0,5563
Mit ca. 55,6% wird vorzeitig abgebrochen.
2. P(2RS) =@o,152 -0,85% = 0,2097

3. X gibt die Anzahl der Studenten in den neuen Bundeslindern an, die mit dem
Fahrrad zur Universitit fahren. Es handelt sich um eine kleine Stichprobe aus
einer groflen Population, also ist X (ndherungsweise) binomialverteilt mit den
Parametern » =200 und p=0,15.

P(30< X £40) = B(200,0,15;40) — B(200;0,15;29) = 0,508

d) X gebe nun die Anzahl der autofahrenden Studenten an; X ist binomialver-
teilt, da sich die Studenten unabhiingig voneinander fiir das Auto entschei-
den.

1. Fehler 1: Der Stadtrat entscheidet sich aufgrund des Tests fiir das Ticket,
obwohl in Wirklichkeit immer noch mindestens 25% mit dem
Auto zur Uni fahren.
Fehler 2: Man entscheidet sich gegen das Ticket, obwohl bei einer Ein-
fithrung weniger als 25% mit dem Auto zur Uni kéimen.

2. Fiir den Ratsherrn ist der Fehler 1 der schlimmere, da man zum einen
nicht das Ziel ,,weniger als 25% erreicht hat und zum anderen noch zu-
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sitzlich Geld verliert, weil ja die Studenten, die schon immer mit 6ffentli-
chen Verkehrsmitteln kamen, nun auch weniger bezahlen mfissen.

3.a) Es soll moglichst vermieden werden, dal man aufgrund des Tests das
Ticket nicht einfiihrt, obwohl in Wirklichkeit dann weniger als 25%
mit dem Auto zur Uni kiimen. A
b) Entscheidungsregel: Verwirf H, < X >a
a,. <0056 a8
Entscheidungsregel: Verwirf H, & X >18
Es wurde 18 gewihlt, da in diesem Fall der Fehler 1. Art unter 5% ist
und der Fehler 2. Art méglichst gering ist.
¢) Fir die Gleichung der Giitefunktion g erhalt man:
1- B(50; p;18) fir p<0,25

=1-B(50; p;18) =
£(p) (50:p318) {B(SO;p;lS)—l fir p>025

1

g1

P 1

Fehler 1. Art Fehler 2. Art

d) A(035)=0,622

Zu den erreichten Ergebnissen
Im folgenden ist die jeweils zu erreichende Punktzah! in der zweiten Zeile auf-
geflihrt und in der dritten die im Durchschnitt erreichte Priifungsleistung (in %5).

a) b) c) d)

_ L] 2 | 3 l L2 ] o3
6 4 322 3 3 5 3 | 2/5/501
96,8 l 83,3 ' 86,1 1 80,6 i 713 l 85,0 I 83,0 | 68,2
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Von den méglichen Punkten erreichten die Schiiler im Durchschnitt also 76,6%.
Bei den beiden anderen Aufgaben - alle waren etwa gleichgewichtet - betrug
dieser Anteil nur 67,2% (Lineare Algebra), bzw. 59,1% (Analysis). Dieser Ab-
fall lag hauptsichlich an den Schwierigkeiten, Regeln algebraisch sicher anzu-
wenden. Die folgende Tabelle verdeutlicht den Unterschied in der Benotung der
Bearbeitung durch die Schiiler; es ist eine Ubersicht iiber die Noten, die die
Priiflinge in den drei Aufgaben erhalten hitten. Die letzte Zeile gibt das Ergeb-
nis der Priifungsleistung insgesamt an.

1 5 6
+ o-|+0 -|+0 -}{+ 0 -+ 0 -
Lineare Algebra 11 2 1 315 1 1 2} 1
Stochastik 2 3 542 3 1 1 1
Analysis 1 1 2 1 41 1 2|1 1
insgesamt I 172 1 313 1 142 2 1

Etwas iiberraschend ist der deutlich bessere Ausfall in der Aufgabe zur Sto-
chastik; denn in den vorangegangenen Klausuren waren die dort gezeigten Lei-
stungen eher schwicher als die innerhalb der Analysis und der Linearen Alge-
bra. Diese Leistungssteigerung mag zum einem daran liegen, daf} die Stochastik
zum SchluB} behandelt wurde, also den Priiflingen im Abitur gegenwirtiger war;
zum anderen haben die Schiiler - nach eigener Aussage - aufgrund vorheriger
Zensuren sich bei der Vorbereitung mehr auf die Stochastik konzentriert.
Gegeniiber den anderen Oberstufenklausuren zeigte sich im Verhalten der
Schiiler wihrend der Klausur und bei vorzeitiger Abgabe kein anderes Verhal-
ten, die Benotung war im Durchschnitt etwa um einen Punkt besser.
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