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Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir das
Vorliegen einer vollstindigen Serie (Sammelbildproblem)

Heinz Althoff, Bielefeld

Zusammenfassung: Es wird gezeigt, mit welchen Ideen fiir das genannte Problem eine Rekursionsformel mit
zwei Parametern, eine Rekursionsformel mit einem Parameter und eine explizite Formel entwickelt werden kén-

nen.

In (Althoff 1999) beschreibe ich, wie man im Rah-
men einer Unterrichtsreihe in einem Leistungskurs
verschiedene stochastische Problemtypen (Ge-
burtstagsproblem, Rosinenproblem, Sammelbilder-
problem) mit dem gleichen Laplace-Modell, d. h.

mit dem gleichen Stichprobenraum § = Per, (mW),

untersuchen kann. Im Vergleich zum Geburtstags-
problem und zum Rosinenproblem erweist sich die
Berechnung der Anzahl der giinstigen Versuchs-
ausfille beim Sammelbilderproblem jedoch als we-
sentlich schwieriger. Ich m&chte in diesem Aufsatz
verdeutlichen, mit weichen typischen mathemati-
schen Strategien zur Lésung des Sammelbilder-
problems

— in (Strick 1994) eine Rekursionsformel entwi-
ckelt wird, die sich allerdings bei groBen Zahlen
als unhandlich erweist, da bei ihr eine Rekursi-
on nach zwei Parametern erforderlich ist;

— durch Wahl eines anderen Modells (hier: einer
anderen ZufallsgrBe) eine Rekursionsformel
gewonnen werden kann, in der die Rekursion
nur noch nach einem Parameter erfoigt;

— wie man induktiv von dieser Rekursionsformel
zu einer Vermutung fiir eine explizite Berech-
nungsformel gelangen kann;

— man aufgrund der Struktur dieser Formel erken-
nen kann, wie man sie auf eine allgemeinere
(schon bekannte) Formel zuriickfithren und da-
mit ihre Giiltigkeit nachweisen kann.

Beim Sammelbilderproblem geht es um die Be-
rechnung der Wahrscheinlichkeit P(E) fiir das Er-
eignis
E 2 spdtestens das k-te gekaufte Sammelbild
macht die Serie der » moglichen Sammelbil-
dertypen vollstindig.
Dabei kommt es im hier vorliegenden Laplace-
Modell vor allem auf die Berechnung der Anzahl
|E] der fiir E giinstigen Versuchsausfille an. Im Fa-
cherbelegungsmodell, das ich in (Althoff 1999) ge-
nauer erldutere, ist dann
E 2 spatestens nach k Belegungsvorgiingen (mit
zugelassener Mehrfachbelegung eines Faches)
sind alle » vorhandenen Ficher vollstindig be-
legt.

Das Vorgehen in (Strick 1994) bei der Berechnung
der Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen einer
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vollstindigen Serie kann man in der Kernidee nun
folgendermaflen beschreiben:

Fiir 0 < b < k werden die Zufallsgré8en
X, 2 Anzahl der bei b Belegungsvorgingen be-
legten Ficher unter den » vorhandenen Fichern
definiert. Ferner wird mit
A )= (X, =
die Anzahl der Moglichkeiten angegeben, bei b
Belegungsvorgingen genau f der » méglichen Fi-
cher vollstindig zu belegen. Gesucht ist dann
|E]| _ A(n; k)
k

A(n; k) bzw. P(E)= - =
(Perk'l (mW )( n
A(n; k) ergibt sich mit Hilfe der Rekursionsformel
(D) A b)=
A, b—1D)f+A(f- 1, b—1)(n—(f— 1)) fir
bef{l,2,.. . ktundfe {2,3,.,n}
unter Beachtung der leicht einsehbaren Randbedin-
gungen
2) Af;b)=0furbe {0, 1,..,f—1} und
(3) A(l;b)=nfurb € {1,2,..., k}.

Die Formel (1) erhilt man durch folgende Uberle-
gungen:

Wenn nach dem b-ten Belegungsvorgang genau f
von n mdglichen Fichern belegt sein sollen, miissen
nach dem (b — 1)-ten Belegungsvorgang entweder
schon alle f Facher belegt gewesen sein (dafiir gab
es A(f, b — 1) Moglichkeiten) oder erst f — 1 Facher
belegt gewesen sein (dafiir gab es A(f—1; b - 1)
Maglichkeiten); fiir den b-ten Belegungsvorgang
gibt es dann im ersten Fall f Moglichkeiten (da je-
des der f schon belegten Ficher in Frage kommt)
und im zweiten Fall n — (f — 1) Moglichkeiten (da
jetzt jedes noch nicht belegte Fach in Frage
kommt).

Fiihrt man nun die Berechnung von A(n; k) konkret
durch, so zeigt sich schon bei kleinen Zahlen fiir
und k& (Beispiel: E; 2 nach 10 Wiirfen mit einem L-
Wiirfel sind alle 6 Augenzahlen wenigstens einmal
vorgekommen), daB ein unverhiltnismiBig grofer
Schreib- und Rechenaufwand erforderlich ist. Bei
groferen Zahlen (Beispiel: E; 2 von den 2000
Schiilern einer Schule hat an jedem Tag des Jahres
wenigstens einer Geburtstag) fithrt der Aufwand
auch bei Benutzung eines Computers zu langen Re-
chenzeiten und eventuell sogar zu Speicherplatz-
problemen. Hauptursache dafiir ist, dafl bei Benut-
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zung der Rekursionsformel (1) eine Rekursion be-
ziiglich beider Parameter b und f durchzufiihren ist.

Hauptaugenmerk bei der Herleitung einer besser
handhabbaren Rekursionsformel muB also sein, daf
in ihr nur noch eine Rekursion beziiglich eines der
beiden Parameter nétig ist und der Wert des ande-
ren Parameters konstant gehaiten werden kann.
Dies kann man dadurch erreichen, da man mit Zu-
fallsgroBen arbeitet, die nicht von einem vorgege-
benen Wert von b, sondern von einem vorgegebe-
nen Wert von fausgehen:

Von n vorhandenen Fichern sind f Fiicher zum Be-
legen zugelassen. Dann werden fiir 1 < f< n die Zu-
fallsgréBen

Y; 2 Anzahl der zur vollstindigen Belegung der
J zum Belegen zugelassenen Ficher erforderli-
chen Belegungsvorgiinge

definiert. Ferner wird mit

@) BER)=1(¥; <k
die Anzahl der Moglichkeiten angegeben, genau
die f zur Belegung zugelassenen Ficher mit héchs-
tens k Belegungsvorgiingen vollstindig zu belegen.
Gesucht ist dann B(n; k) und P(E) = P(Y, < k) =
B(n;k)

k
n

Fiir k < n ist natiirlich B(n; k) = 0.

Fir k > n betrachte ich zunichst den Fall n = 1. Aus
der Definition (4) ergibt sich dafir B(1; k) = 1.

Um B(n; k) fir n 2 2 rekursiv durch B(f, k) mit 1 < f
< n ausdriicken zu kénnen, schreibe ich B(n; k) als
Differenz aus der Anzahl r* aller moglichen Ver-
suchsausfille und der Anzahl der ungiinstigen Ver-
suchsausfille, d. h. der Anzahl der Moglichkeiten,
mit k Belegungsvorgingen hochstens n — 1 Ficher

vollstindig zu belegen. Diese Anzahi der unginsti- -

n-1
gen Versuchsausfille ergibt sich als Z C(f;k),
f=1
wobei C(f; k) fiir | < f < n—1 die Anzah! der Mog-
lichkeiten ausdriickt, mit k& Belegungsvorgingen
genau f zur Belegung zugelassene Ficher vollstin-

dig zu belegen. Da man zunichst (;) Moglichkei-

ten hat, aus den » Fichern f zur vollstiindigen Bele-
gung auszuwihlen, und danach B(f; k) Moglichkei-
ten, mit hochstens k& Belegungsvorgiingen diese f
ausgewihlten Ficher vollstiindig zu belegen, ergibt

sich C(f; k) = (;) -B(f. k) und damit die neue Re-
kursionsformel
n-1

) Bom k== 5 (") B3k
n f}:(f) (f:h)

mit der Randbedingung B(1; k) = 1.

Stochastik in der Schule Band 20(2000), Heft 1

Die Anzahlen B(f, £) kann man natiirlich ebenfalls
mit (5) auf die B(f*, k) mit f* < f zuriickfiihren,
wenn man 71 durch fund f durch f* ersetzt.
Da in (5) die Rekursion wie angestrebt nur noch
nach dem Parameter f erfolgt (k ist jetzt konstant),
wird nicht nur im Vergleich zur Formel (1) der Re-
chenaufwand wesentlich reduziert, sondern auch
die Hoffoung erweckt, durch Betrachtung einiger
konkreter Beispiele fiir » vielleicht sogar eine expli-
zite Formel fiir B(n; k) und damit natiirlich auch fiir
P(E) zu entdecken.
Fiir n = 1 wurde oben schon B(1; k) = 1 hergeleitet.
Fiir n=2 gilt:
1

s H=2'- 3 ()awsib =2~ (e b -

=i !
2t-2

Fiir n=3 gilt:
2

BG; H=3*~ ;(j)B(f;k)

=3k_ [(?)B(l; k) + (;)3(2; k)]
=3F-31-32"-2)=3"-32"+3=

(3)-3"- (f) 2k + (;)-1"= ;Z;(—l)’ -(f)-(s-i)’

Entsprechend erhilt man fiir n = 4 (der Leser moge
sich durch eine ausfiihrliche Rechnung davon tiber-
zeugen!)

4-1
BG; b= Y (-1 -(‘:)«4—0"
=0
Das fiihrt (fiir £ > n) zur Vermutung
n-l .
©) B B=Y (-1 -(:.')-(n—i)"

i=0
und der sich daraus ergebenden Formel

(1) KE)= g’:(_l) '(:).("_i) -

n

n-1 i k

Y ~("_)-(1——) .

i=0 ! n

Den Term (7) zur Berechnung von P(E) kann man
ohne grole Miihe in den Taschenrechner TI-92
(oder in einen Computer) eingeben. Fiir die oben
erwihnten Beispiele berechnet der TI-92 dann
P(E;) = 0,271812 in Sekundenschnelle und P(E,) =
0,216119 in wenigen Minuten.

Die Formel (6) findet man iibrigens schon als (10)
auf Seite 81 in (Fricke 1984), allerdings ist der dort
mit vollstandiger Induktion durchgefiihrte Beweis
der Formel nicht ganz einfach zu durchschauen. Ein
Beweisversuch des Autors auf einem etwas anderen
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Weg flihrte zwar ebenfalls zum Ziel, bedurfte aber Man kann nun die Formel des Ein- und Ausschlie-
groBer Anstrengungen; deshalb wird an dieser Bens mit vollstidndiger Induktion beweisen (Treiber
Stelle auf einen Abdruck dieses relativ umfangrei- verzichtet darauf, man findet den Beweis aber z. B.

in (Henze 1997) auf S. 72) oder sie wieder auf ein

chen Beweises verzichtet.
allgemeineres Zihlprinzip, den binomischen Lehr-

Stattdessen méchte ich noch auf eine Idee in (Trei- . . .
. . . . . satz zurtickfiihren, wie es z. B. in (Danckwerts/
mbem“j’issg h‘“:’l’e(‘;e‘) a‘-u?ga"g awu“g:u:’;rnt‘:%‘;pze Vogel/Bovermann 1985) auf den Seiten 128/129
e Form - . . .
152 auch fiir LK-Schiil tin darge-
zip des Ein- und Ausschliefens zuriickfithren kann. lsjtlz:lilt i:t aue K-Schiler verstandlich darge
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Bedingte Erwartungswerte
" Hans Humenberger, Wien

Zusammenfassung: Das Thema Bedingte Erwartungswerte ist in der didaktischen Literatur nicht oft zu finden.
Es ist daher kein Wunder, daB sie in vielen Stochastikkursen fiir Schiiler (und bisweilen vielleicht auch fiir Stu-
denten) fehlen. Dies ist u.E. insbesondere dann ,,schade®, wenn in einem Stochastikkurs sowohl bedingte Wahr-
scheinlichkeiten als auch Erwartungswerte besprochen werden. Die dann noch fehlende Symbiose zum beding-
ten Erwartungswert ist nicht mehr mit viel zusitzlichem Aufwand verbunden, 6ffnet aber eine Reihe von Ein-
satz- bzw. Anwendungsmdglichkeiten (siche z.B. KILIAN 1987 oder HUMENBERGER 1998abc).

Nach einer kurzen Replik von bedingten Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerten bei diskreten Zufallsvari-
ablen wird ein intuitiver Zugang zu bedingten Erwartungswerten (in Analogie zu bedingten Wahrscheinlichkei-
ten) kurz dargestellt. Die (etwas abstraktere) Definition eines bedingten Erwartungswertes ist jedoch mit dieser
der Intuition entsprechenden Sichtweise vertriglich. Es folgen in dieser Arbeit dann einige kurze Beispiele, die
das , Potential“ von bedingten Erwartungswerten illustrieren sollen.

1  Bedingte Erwartungswerte
1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Bedingte Erwartungswerte stehen zu normalen Er- Man erhiilt aus dieser Tabelle sofort fiir die einzel-
wartungswerten im selben Verhaltnis wie bedingte nen Wahrscheinlichkeiten:
Wahrscheinlichkeiten zu normalen Wahrscheinlich- 7 1 7 _ 1
keiten. Deshalb sei kurz an bedingte Wahrschein- PD)y=— =2, PH)=—=-,
lichkeiten erinnert. Meist geschieht der Zugang zu 5 9
diesen intuitiv anhand eines Beispiels wie dem fol- P(B) = e P(-B) = e
fen den. Jemand hat aus einer Person.en Eruppe, die Jemand verrit einem, daB es sich bei der gew#hlten
ich aus Damen — Herren bzw. Brillentriigern — P . . .
Nicht-Brillentrs ‘e in Tab. 1 zu lesen) zu- erson um eine .Dame handel?. Wie grof ist dann
entrigern (wie in ’ esen) die Wahrscheinlichkeit, daB diese Dame eine Bril-
sammensetzt, eine Person zufillig ausgewihit. lentrédgerin ist?
D|H Auch wenn jemand noch nichts von bedingten
B 1213 Wahrscheinlichkeiten gehort hat, so wird er argu-
~B |54 mentieren: Aufgrund der Information, die ich habe,
Tab. 1: Damen (D) — Herren (H), kommen nur mehr noch die 7 Damen in Frage
Brillentrager (B) — Nicht-Brillentrager (-B) (»Anzahl der moglichen Falle), wobei 2 von die-
sen (,,giinstige Fille*) Brillentrigerinnen sind. Der
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