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Uberraschendes bei Miinzwurfserien
Hans Humenberger, Wien

Zusammenfassung: Wir wollen ein Phiinomen (,,Paradoxon®) niher beleuchten, das sich auf Serien von Miinz-
wiirfen wie z.B. KAKKAKAAAK...... bezieht (K steht fiir ,, Kopf* und A fiir ,,Adler). Stellt man néimlich ganz
unvoreingenommen die Frage, welches der Muster K4K4 oder 4K4A das ,,wahrscheinlichere sei (zunichst oh-
ne Priizisierung, was ,,wahrscheinlich“ jeweils bedeuten soll), so kann man — je nach Sichtweise (Prézisierung
von ,,wahrscheinlich®) — zu véllig verschiedenen Ergebnissen gelangen. Wir setzen dabei immer voraus, daB es
sich beim Werfen der idealen Miinze um einen Bernoulli-Versuch handelt (Unabhingigkeit der Versuchsaus-
géinge, jeweils mit Wahrscheinlichkeit 3 ergibt sich K oder 4).

Im folgenden wollen wir dieses Phinomen zunichst in einer sehr einfachen Version (zweigliedrige Muster) auf
Schulniveau behandeln, und zwar unter Zuhilfenahme bedingter Erwartungswerte. Daran anschlieBend betrach-
ten wir drei- und viergliedrige Muster, wobei dort insbesondere ein ,,unfaires Spiel* im Zentrum der Betrachtun-

gen steht.

1 Paradoxa in der Stochastik

Insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
begegnen wir immer wieder Situationen, in denen
wir mit unserer Intuition zu vollig falschen Ergeb-
nissen kommen, wir schitzen diese Situation falsch
ein. Umso grofer sind oft die Uberraschungen,
wenn man erfiihrt, wie weit der intuitiv geschiitzte
Wert vom ,wirklichen Wert“ (wenn es um das
Schitzen eines Wertes bzw. Ergebnisses geht) ent-
fernt ist. Man kann dariiber diskutieren, ‘ob man
solche Situationen alleine deswegen als paradox
(also eigentlich als ,,widersinnig®) bezeichnen soll,
weil sie unserer Intuition nicht entsprechen bzw.
(besser:) weil unsere Intuition nicht der jeweiligen
Situation entspricht; wir wollen aber bei dieser Be-
zeichnung bleiben mit dem Hinweis, daB wir damit
einfach den Widerspruch zu unserer Intuition mei-
nen.

Es scheint fiir uns klar zu sein, daB Uberraschun-
gen, Fehlmeinungen etc. (wenn man will: Parado-
xa) einen hohen didaktischen Wert im Mathematik-
unterricht haben, und zwar in mehrfacher Hinsicht.
Einerseits haben Paradoxa einen hohen Faszinati-
onswert, der zusammen mit dem Unterhaltungswert
i.a. zu einer Verbesserung der Motivation fithrt (bei
Schiilern, Studenten und Lehrerfortbildungen). An-
dererseits kommt den Paradoxa aber auch ein hoher
Bildungswert zu, wenn Zusammenhiinge deutlicher
werden bzw. Verstiindnis erzeugt wird. Diese Werte
werden leider oft nicht anerkannt, nicht beachtet
bzw. zumindest unterschitzt, besonders in bezug
auf Motivation und Verstindnis — vgl. auch Bentz
1985, Pflug 1981, Stadler 1986 und die anderen
Arbeiten im Literaturverzeichnis am Beitragsende
zum Thema Paradoxa in der Stochastik (nicht nur,
aber vorwiegend zu diesem Thema).

2  Bedingte Erwartungswerte

Fir die Uberlegungen der folgenden Abschnitte
sind der Begriff des bedingten Erwartungswertes
und der Sarz vom totalen Erwartungswert sehr
wichtig. Fiir genauere Darstellungen diesbeziiglich
sei auf Kilian 1987 oder Humenberger 1998a ver-
wiesen; an dieser Stelle seien nur die Definition, ein
Satz und eine besonders interessante Anwendung
bedingter Erwartungswerte, auf die wir noch mehr-
fach zuriickkommen werden, angegeben.

Definition: Es sei X eine diskrete Zufallsvariable
mit {x,, X, X3, ..., X, ...} als mogliche Werte und 4
ein Ereignis mit positiver Wahrscheinlichkeit. Der
bedingte Erwartungswert beziiglich der Bedingung
A wird dann definiert durch

def
M |EX| A=) xP(X=x|4),
k

falls die (mdglicherweise unendliche) Reihe absolut
konvergiert. In der Definition sind also die Wahr-
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scheinlichkeiten (im Vergleich zum gewdhnlichen
Erwartungswert) durch bedingte Wahrscheinlich-
keiten zu ersetzen. Es gilt in Analogie zum Satz von
der totalen Wahrscheinlichkeit auch der Satz vom
totalen Erwartungswert.

Satz vom totalen Erwartungswert: Ist X eine dis-
krete Zufalisvariable und 4, (n = |, 2,...) eine voli-
standige Zerlegung des Ereignisraumes ) [auch
vollstandiges Ereignissystem oder volistindige Er-
eignisdisjunktion genannt d.h. ein Ereignissystem
mit { J4, =Q, 4,2 und 4,0 4;= S fir i =],

so gilt

E(X) = Y E(X|A4,)P(4,). @)

Der Beweis kann leicht mit Hilfe des Satzes von
der totalen Wahrscheinlichkeit gefiihrt werden (sie-
he z.B. Humenberger 1998a).



Anwendung: Besonders ecinfache Begriindung
fiir den Erwartungswert einer geometrisch ver-
teilten Zufallsvariable: E(X)=1/p

Die Zufallsvariable X sei geometrisch verteilt mit
dem Parameter p, d.h. X sei die Anzahl der notwen-
digen Versuchswiederholungen eines Zufalisexpe-
riments bis zum ersten Eintreten eines bestimmten
Ereignisses 4, das bei jeder Versuchswiederholung
mit konstanter Wahrscheinlichkeit p eintritt (Unab-
hingigkeit der einzelnen Versuche sei vorausge-
setzt — ,Bernoulli-Experiment”). Die beiden ein-
fachsten und am oftesten genannten Beispiele dazu
sind wohl: ,Werfen einer Miinze, bis zum ersten

Stochastik in der Schule Band 20(2000), Heft 1

Mal Kopf fillt“ oder ,,Wiirfeln, bis zum ersten Mal
eine Sechs £illt“. Dann gilt (fiir eine detaillierte Be-
grindung mittels bedingter Erwartungswerte und
des Satzes vom totalen Erwartungswert vgl. z.B.
Humenberger 1998a):

Ex)="1. &)

14
Im Durchschnitt (auf lange Sicht) muB man dem-
nach zweimal eme Miinze werfen, um zum ersten
Mal Kopf, bzw. sechsmal einen Wiirfel, um erstma-
lig eine Sechs zu erhalten.

3 Die Muster ,,KA* und ,,KK“ in Miinzwurfserien —- eine Anwendung bedingter Erwartungswerte

Verschiedene Sichtweisen zur Beurteilung der
,,» Wahrscheinlichkeit von Mustern®:

1. Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, daB
beim zweimaligen Miinzwurf das Ergebnis K4
bzw. KK erscheint, so ergibt sich jeweils 3-3 =
% — die genannten Muster K4 und KX sind un-
ter diesem Aspekt also gleichwahrscheinlich.
Dies wiirde klarerweise auch fiir alle anderen
zweigliedrigen Muster gelten (4K, 44). Auch
drei- und mehrgliedrige Muster (n Stellen) ha-
ben beim r-maligen Werfen einer Miinze je-
weils gleiche Auftrittswahrscheinlichkeit, nim-

1 n
lich (-) .
2

2. Eine weitere mogliche Sichtweise zur Ein-
schitzung bzw. Quantifizierung einer mogli-
chen Bevorzugung eines n-gliedrigen Musters
X, gegeniiber einem anderen Muster Y,: Man
konnte die durchschnittlich nétige Anzahl von
Wiirfen betrachten (Erwartungswerte), um

erstmalig X, bzw. Y, zu erhalten. Fiir diese Er- -

wartungswerte ergeben sich ia. verschiedene
Zahlen. Wenn der Erwartungswert der nétigen
Wiirfe, bis das Muster X, erstmalig aufiritt,
kleiner als bei einem Muster Y, ist, so wird in
dieser Sichtweise X, als bevorzugt bzw. wahr-
scheinlicher zu bezeichnen sein.

Konkret: Fiir K4 sind im Durchschnitt 4 Wiirfe
nétig, fiir KK hingegen durchschnittlich 6 (sie-
he unten). Unter diesem Aspekt ist KA doch als
»wahrscheinlicher zu bezeichnen als KK (aber
,»Gleichwahrscheinlichkeit* unter den anderen

beiden Aspekten). Bei viergliedrigen Mustern
erhilt man z.B., daf fiir K4KA4 durchschnittlich
20 Wiirfe benétigt werden, fiir AKAA hingegen
nur 18 (vgl. Szekely 1990, S. 611f). So gesehen
ist AKAA gegeniiber KAKA doch als ,wahr-
scheinlicher (bzw. als bevorzugt) zu bezeich-
nen.

3. Zieht man jedoch zur Einschitzung (Quantifi-
zierung) einer moglichen Bevorzugung heran,
ob es wahrscheinlicher ist, daB} in einer Wurf-
serie K4 vor KK kommt oder umgekehrt — ge-
meint ist hier nicht ,,unmittelbar davor®, son-
dem ,friher als“ —, so ergibt sich ebenfalls
Gleichwahrscheinlichkeit, denn nach dem ers-
ten aufiretenden K kommt jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit 3 entweder 4 oder K.

Im allgemeinen muB sich bei der Wahrschein-
lichkeit fiir das Aufireten eines bestimmten »-
gliedrigen Musters X, vor einem anderen n-
gliedrigen Y, (im Sinne von ,.friiher als*) je-
doch keineswegs 3 ergeben. So erhilt man z.B.
fiir die Wahrscheinlichkeit, da das Muster
AKK vor KKA erscheint, den Wert § # 3 (so ge-
sehen ist also AKK viel wahrscheinlicher als
KKA). Fir viergliedrige Muster ergibt sich
z.B.: Die Wahrscheinlichkeit, dal K4KA vor
AKAA eintritt, betrigt 1—94 (so gesehen ist KAKA
deutlich , wahrscheinlicher als 4K44 - im
Gegensatz zu oben, wo AKAA ,wahrscheinli-
cher” war!). Schon bei zweigliedrigen Mustern
treten Beispiele dieser Art auf — siehe unten.

3.1 Vergleich von zweigliedrigen Mustern in bezug auf die
Auftrittswahrscheinlichkeit eines Musters vor einem anderen

Wie bereits erwdhnt, muB bei n-gliedrigen Mustern
X, bzw. Y, i.a. nicht gelten: P(X,, vor Y,) = P(¥, vor
X,) = 3. Wir wollen dies anhand von zweigliedrigen
Mustern verdeutlichen. Als mégliche zweigliedrige
Muster kommen in Frage: 44, AK, KA, KK. Aus
diesen vier Mustern kdnnen wir sechs Paarungen

von Mustern X,, Y, bilden und Uberlegungen fiir
die Wahrscheinlichkeiten P(X; vor Y,) (oder umge-
kehrt P(Y; vor X)) anstellen. Aus Symmetriegriin-
den erhilt man in diesem Sinn zwei gleichwahr-
scheinliche Paarungen (44 und KK AKX und K4):
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P(AA vor KK) = P(KK vor Ad)= 3,

P(4K vor KA) = P(KA vor AK) = 3,
und zwei weitere gleichwahrscheinliche Paarungen
bei jeweils gleichem ,,Anfang® (44 und 4K, KK
und K4; nach dem erstmaligen Aufireten des je-
weils gleichen Anfangs kommt ja mit Wahrschein-
lichkeit 3 entweder 4 oder K):

P(AA vor AK) = P(AK vor AA) =3,
P(KK vor KA) = P(KA vor KK) = 3.

Bei den noch fehlenden Paarungen mit jeweils glei-
chem ,,SchluB* (44 und K4, AK und KK) kommen

wir jedoch zu unterschiedlichen Wahrscheinlich- -

keiten. Betrachten wir z.B. die Wahrscheinlichkeit,

daB kommt:

Sehr einfach scheint uns z.B. folgende Uberlegung
(Begriindung) fiir die Wahrscheinlichkeit P(KK vor
AK) zu sein: die ersten beiden Wiirfe einer Serie
konnen KK, AK, KA, AA sein (jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit 3). Im ersten Fall (KK) ist klarerwei-
se ,,KK vor AK* eingetreten. Im zweiten trivialer-
weise umgekehrt; aber auch nach X4 bzw. 44 kann
niemals ,,KK vor 4K* eintreten, denn sobald nach
KA bzw. A4 ein K folgt (u.U. nach einigen A’s), ist
in diesen Fillen ,,4K vor KK* eingetreten. .

Einschub: Keines der beiden Muster KK bzw. 4K
wiirde nach einem Beginn der Form K4 bzw. A4
nur dann eintreten, wenn nach dem A4 an der zwei-
ten Stelle nur mehr 4’s kiimen — ein Ereignis mit
Wahrscheinlichkeit 0 (,irgendwann“ kommt also
mit Wahrscheinlichkeit 1 ein X in einer beliebig
langen Serie). Man kann sogar relativ leicht zeigen,
daB jedes endliche Muster mit Wahrscheinlichkeit 1
irgendwann in einer unendlichen langen Serie er-
scheinen wird!

In drei von vier méglichen Anfangskonstellationen
tritt also mit Wahrscheinlichkeit 1 , 4K vor KK*
ein, in einer ,,KK vor AK*. Analoge Uberlegungen

konnen wir auch mit 44 und K4 anstellen und er-
halten insgesamt:
P(KK vor AK)=3} und P(4K vor KK) = 3,
P(AA vor KA) =% und P(KA vor A4)=3.
So gesehen ist also AK ,deutlich wahrscheinlicher*
als KK, und K4 ist ,,deutlich wahrscheinlicher* als
AA.

In diesem Lichte erdffnet sich die Moglichkeit ei-
nes unfairen Spiels, das im ersten Moment viel-
leicht gar nicht so aussieht. Die volle Tiicke dieses
Spiels kommt allerdings erst bei drei- und mehr-
gliedrigen Mustern zum Tragen. Zwei Spieler (S;
und $,) vereinbaren folgendes (aus der Sicht von S|
vielleicht verlockendes, da in einem gewissen Sinn
grofiziigiges) Spiel: S; kann sich ein beliebiges
zweigliedriges Muster (44, AK, KA, KK) aussuchen
(S; hat also die erste Wahl, grofiziigiges Angebot
von §5,7) und S, wihlt darauthin seinerseits ein
Muster aus den drei verbleibenden. Eine faire Miin-
ze soll nun geworfen werden und gewonnen hat je-
ner Spieler, dessen Muster zuerst (als Ergebnis
zweier aufeinanderfolgender Wiirfe) erscheint. Zu
jeder Wahl von S; kann S, ein Muster wihlen, mit
dem er zumindest nicht schlechter dran ist (in zwei
Fillen gleich gut und in zwei Fillen wesentlich bes-
ser): Wenn S, das Muster AK oder K4 wihlt, so hat
S, jeweils zwei Moglichkeiten, ein wenigstens
gleich gutes zu wihlen (44 oder K4; KK oder AK);
wenn jedoch Spieler S, das Muster 44 bzw. K4
wihlt, so kann S, mit der Wahl von KA bzw. 4K
richtiggehend kontern und sich eine Gewinnwahr-
scheinlichkeit von jeweils 3 sichern! In Tabelle 1 ist
dies (einschlieBflich der jeweils zugehdrigen Er-
wartungswerte — siche folgenden Abschnitt) iiber-
sichtlich dargestellt.

Bei dreigliedrigen Mustern gibt es zu jeder Wahl
von S, eine Wahl von S,, mit der er mit einer Wahr-
scheinlichkeit von zumindest  gewinnt — siche Ab-
schnitt 4.1.

3.2 Erwartungswerte fiir die Anzahl nitiger Wiirfe,
bis erstmalig ein bestimmtes zweigliedriges Muster auftritt

Wir geben zwei kurze Moglichkeiten an zu begriin-
den, daB der Erwartungswert fiir die nétige Anzahl
von Miinzwiirfen fiir K4 den Wert 4 und fir KK
den Wert 6 hat (im Sinne der Erwartungswerte ist
also KA deutlich ,,wahrscheinlicher als KXK). Diese
Erwartungswerte seien im folgenden mit E(KA)
bzw. E(KK) bezeichnet. Aus Symmetriegrinden
gilt natiirlich E(KA) = E(4K) und E(KK) = E(44).

1. Fir K4 hilft uns eine ganz simple Uberlegung.
Das Ereignis ,,zum ersten Mal K4 tritt genau
dann ein, wenn nach dem ersten aufiretenden K
erstmalig ein 4 folgt. Ein solches Muster
konnte durch folgende Darstellung angedeutet
werden: ...K] ...K4]. Vor dem ersten K konnen
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noch einige 4’s aufireten und danach noch ei-
nige weitere K’s. Jedenfalls bedeutet ,,Warten
auf K4“ nichts anderes als ,,Warten auf das
erste X und dann Warten auf das erste 4“. Da
fiir beide bei jedem Versuch die Auftrittswahr-
scheinlichkeit p = 3 betrigt, ergibt sich fiir die
entsprechenden Teilwartezeiten (gemeint ist
die Anzahl der ndtigen Versuche) jeweils
1 =2 (siche oben (3): Erwartungswert einer
p

geometrisch verteilten Zufallsvariable — mit
Hilfe von bedingten Erwartungswerten einfach
berechenbar, vgl. auch Humenberger 1998a).
Da die Gesamtwartezeit auf K4 (Zufallsvari-



able Z) offenbar die Summe der beiden Teil-
wartezeiten auf X (Zufallsvariable X) bzw. auf
A (Zufallsvariable Y) ist —also Z= X+ ¥ —, und
allgemein fir Zufallsvariablen E(X + Y) = E(X)
+ E(Y) gilt, so erhalten wir fiir den interessie-
renden Erwartungswert E(KA)= E(Z)= E(X+Y)
=EX)+ E(Y)=2+2=4,

Nun wollen wir E(KK) = 6 zeigen. Wir wollen
mit Hilfe des Satzes vom totalen Erwartungs-
wert zum Ziel kommen und brauchen dafiir ei-
ne Ereignisdisjunktion, die sich in natiirlicher
Weise nach dem Ergebnis des ersten Wurfes

def
ergibt, dieses kann K oder 4 sein. Sei Ex =
E(KK|K) der Erwartungswert der nétigen
Wurfanzahl fir KK unter der Bedingung, daB

def
der erste Wurf K ergab; analog sei £, =

E(KK|A) definiert. Wenn wir iiber diese be-
dingten Erwartungswerte spiter verfligen wer-
den, so konnen wir leicht mit Hilfe des Satzes
vom totalen Erwartungswert zu einem Ergebnis
kommen: E = E(KK) = E3 + Ex-3.

Zwischen den in Rede stehenden bedingten
Erwartungswerten Ey und E, kénnen wir (wie-
derum mit Hilfe des Satzes vom totalen Er-
wartungswert) folgende Beziehungen anschrei-
ben (Erlduterungen unten):

Ex=1%13+E,;3 und

@ . .
EA=1+ EK -;+EA ';
E(KK)
Erkldrungen:

e [Ey: Der erste Wurf fillt auf X (,,1 + ...%),
dann kommt mit Wahrscheinlichkeit 3

entweder wieder ein K (,,... + 1-3) oder ‘

ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 3 ein 4,
was so viel wie einen ,neuen ersten Wurf
A* bedeutet (... + E;3%).

o E,: Der erste Wurf fillt auf 4 (,,1 + ...%)
und das Spiel kann sozusagen wieder von
neuem beginnen: mit Wahrscheinlichkeit 3
fillt beim 2. Mal entweder ein X (,,... +
Ex-3“, neuer ,, Anfangswurf K*) oder wie-
der ein 4 (,,Anfangswurf A ,,... + E,-3).

Die Gleichungen (4) kénnen auch in einer
etwas anderen Struktur geschrieben wer-
den, in der vielleicht der Satz vom totalen
Erwartungswert etwas deutlicher sichtbar
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ist (wir werden im folgenden jedoch bei
der obigen Schreibweise bleiben):

Ex=(1+1y3+(1+E)3 und
E.=(+EQ3+(+Ey)3.

Aus den Gileichungen (4) erhalten wir so-

fort £, = 7 und Ex = 5 und mit diesen be-

dingten Erwartungswerten schlief3lich
E(KK)=Es3+Eg3=6. &)

Die Erwartungswerte der notigen Wiirfe fiir das be-
stimmte ,Doppelmuster KK bzw. fir das be-
stimmte ,,Abwechslungsmuster K4 sind also deut-
lich verschieden. Dadurch kénnte man sich zur
Vermutung hinreiBen lassen, daf auch bei den zu-
gehorigen Erwartungswerten fir ein beliebiges
Doppelmuster (also ,,KK oder A4%) bzw. fiir eine
beliebige Abwechslung (also ,,AK oder KA®) ein
Unterschied bestehe. Es ist jedoch leicht zu sehen
[besonders bei E(AK oder KA4)], daB sich hier je-
weils 3 ergibt.

def
e E(AKKA) = E(AK oder KA)=1+2=3:
Warten auf eine Abwechslung bedeutet ja
nichts anderes, als die Miinze einmal zu
werfen (,,1 +...) und dann auf das jeweili-
ge andere Ergebnis zu warten (,,... + 2%,
geometrische Verteilung — siehe (3)).
def
e E(KK,AA) = E(KK oder A4) = 3: Hier
kann man nun wieder mit bedingten Er-
wartungswerten und zweifache Anwen-
dung des Satzes vom totalen Erwartungs-
wert kurz und erfolgreich argumentieren.
Wir generieren ganz analog zu oben die
dazu nétige Ereignisdisjunktion nach dem

Ergebnis des ersten Wurfes. Sei also E
def

= E(KK,AAK) der Erwartungswert fiir
ein beliebiges Doppelmuster unter der Be-
dingung, daB beim ersten Wurf X gefallen

def
ist; analog sei E;, = E(KK,4A|4) definiert.
Es ist zunichst vollig klar (aus Symmet-
riegriinden), daB Ex = E, sein muf} und
wegen E(KK,AA) = 3Ex + 3E, gilt daher
E(KK.A4) = Ex = E4 Mit den eben einge-
fithrten Bezeichnungen (bedingten Erwar-
tungswerten) ergibt sich (analoge ,Erkli-
rungen® zu oben)
Ex=1+13+E.;3 und 6
E,;=1+E¢3+13, ©)
woraus wir unmittelbar E, = Ey =
E(KK,AA4) = 3 erhalten.

4  Drei- und viergliedrige Muster
4.1 Mauster X vor Muster Y bei dreigliedrigen Mustern — ein unfaires Spiel

Das in Abschnitt 3.1 erwihnte Spiel soll auf das
dreigliedrige Analogon ausgebaut werden.

Spiel: Julia und Julian werfen eine faire Miinze.
Bevor sie beginnen, sucht sich jeder von ihnen ein
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dreigliedriges Muster aus (8 Moglichkeiten). Ge-
winner ist derjenige, dessen Muster als erstes (als
aufeinanderfolgende Wurfergebnisse) erscheint.
Julian 14Bt der Hoflichkeit halber (,Ladies first)
seiner Gegnerin Julia die erste Wahl. Dies bedeutet
auf den ersten Blick fiir Julia einen Vorteil, denn
Julian kann dann sein Muster nur aus den restlichen
sieben moglichen wihlen. Soll Julia dieses ,,gutge-
meinte* Angebot annehmen?

Antwort: Es stellt sich heraus, daB die erste Wahl
hier ein eminenter Nachteil wire, denn Julian
kénnte nach jeder Wahl von Julia ein Muster aus-
wihlen, mit dem er zumindest die doppelte Ge-
winnchance von Julia hitte.

KK | K4 | 4K | 44
6 | 4] 4| 6
kK@) | - | M| % | %
KA@ | % | -
AKG P L] - [ %
A4 » | w | | -

Tab. 1: 2-gliedrige Muster: Erwartungswerte; Ge-
winnwahrscheinlichkeiten des jeweiligen Zeilen-
Musters bei ,kommt frither als* in einer Wurfserie
mit einer Laplace-Miinze. J

... eingerahmt sind die jeweiligen Spaltenmaxi-
ma (wichtig fiir den Spieler S, bei obigem ,,unfairen
Spiel*; siehe auch Spiel , Julia-Julian® im Abschnitt
4.1). % ... kursiv sind jene Werte ¥: gesetzt, bei de-
nen gilt: unterschiedliche Erwartungswerte, aber
gleiche Wahrscheinlichkeiten (eben ¥2) bei ,, kommt
Sfriiher als“.

Wir machen dies an einem Beispiel klar. Wenn Ju-
lia sich fiir das Muster KAK entschiede, so kénnte
Julian das Muster KKA wihlen und mit Wahr-
schemhchkelt gewinnen, also P = P(KKA vor
KAK) = 2 Mit Hllfe bedingter Wahrscheinlichkei-
ten und des Satzes von der totalen Wahrscheinlich-
keit ist dies leicht einzusehen: Wir nehmen die da-
fiir nétige Ereignisdisjunktion nach den vier mogli-
chen ,Anfangspaaren vor und bezeichnen mit
Py, Pk, Pxy, Pyy die bedingten Wahrscheinlich-
kelten daBl Julian gewinnt (also das Ereignis
eintritt) unter der Voraussetzung,
dabB die ersten beiden Wiirfe das Ergebnis 44, 4K,
KA, KK hatten. Je zwei dieser Startmuster sind kla-
rerweise gleichwahrscheinlich, so daf jedem von
ihnen eine Wahrscheinlichkeit von 3 zukommt. Fiir
die genannten bedingten Wahrscheinlichkeiten er-
halten wir aufgrund des Satzes von der totalen
Wahrscheinlichkeit (Erkldrung unten):
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Puy =3Py + 3Py
PAK—-%PKA Pk
Pyi=3Pu+30
Px =71+ 3P

Die erste Gleichung besagt z.B., daB nach dem
Startmuster 44 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(jeweils 3) ein 4 oder ein K fillt: Fallt ein 4 an der
dritten Stelle, so liegt emeut das Startmuster 44 (an
zweiter und dritter Stelle) vor; fillt ein K, so liegt
AK als neues Startmuster vor. Ganz analog ist die
zweite Gleichung zu interpretieren. Dritte Glei-
chung: Wenn nach K4 ein A4 filit, so liegt A4 als
neues Anfangsmuster vor, wenn K fillt, so ist das
Muster KAK erschienen und P(KKA4 vor KAK) = 0!
Vierte Gleichung analog. Dieses lineare Glei-
chungssystem in vier Unbekannten hat die Losung
PAA=%, PAK=%9 PKA=J5a Pye=1.

[Die Tatsache Pxx = 1 ist auch von vornherein klar:
Wenn KK das Ergebnis der ersten beiden Wiirfe ist,
so wire das Muster KK4 (und damit ,,KK4 vor
KAK*) nur dadurch zu verhindern, daBl niemals A
fallen wiirde — ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit
0.] Mit diesen Werten erhalten wir fiir die Gewinn-
wahrscheinlichkeit P fiir Julian (,,KK4 vor KAK®)
durch abermaliges Anwenden des Satzes von der
totalen Wahrscheinlichkeit

= ¥Pu+ Paxt Prat Pr) =33+ 3+ 5+ 1) =

(AN

Einschub: Man kénnte auch schon bei zweigliedri-
gen Mustern formal mit bedingten Wahrscheinlich-
keiten und dem Satz von der totalen Wahrschein-
lichkeit arbeiten (inhaltlich handelt es sich bei der

Begriindung fiir P(KK vor AK) = § in Abschnitt 3.1
ohnehin auch um bedingte Wahrscheinlichkeiten).
def

Sei also P = P(KK vor AK). Firr den ersten
Miinzwurf gibt es zwei Méglichkeiten: 4 oder K.
Mit einer analogen Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeiten P4 und Py (je nach dem Ergebnis
des ersten Wurfes) und dem Satz von der totalen
Wahrscheinlichkeit kann man fir das Ereignis
- folgende Glelchungen aufstellen
P,=3P,+ %0 und Py=3P,+

woraus sich sofort P, = 0 und Py = % und durch
abermalige Anwendung des Satzes von der totalen
Wahrscheinlichkeit P = 3P, + Py = } ergibt.

Die Wahl von Julia war aber ohnehin noch eine ih-
rer besten, andere hitten sie noch viel weiter in ei-
nen Nachteil versetzt. Hitte sie nimlich z.B. KKK
gewihlt, so hitte Julian durch Wihlen des Musters
AKK seine Gewinnwahrscheinlichkeit sogar auf §
steigern konnen (er wiirde immer gewinnen, aufler
wenn die ersten drei Wiirfe KKK zeigen!).
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KKK (14) | KKA (8) | KAK (10) | AKK (8) | K44 (8) | KAK(10) | A4K (8) | 444 (14)

KKK (14) - 172 2/5 /8 2/5 5/12 3/10 112
KKA (8) 172 - 1/4 2/3 5/8 172 7/10
KAK (10) 3/5 13 - 1/2 172 112 3/8 7/12
AKK (8) 3/4 12 - 12 172 1/3 3/5
KAA4 (8) 3/5 1/3 172 12 - 172 3/4 [7/8)
AKA(10) | /12 3/8 12 12 172 — 1/3 3/5
AAK (8) 7/10 172 5/8 >/3 1/4 - 12
AA4 (14) 1/2 3/10 5/12 2/5 1/8 2/5 1/2 -

Tab. 2: 3-gliedrige Muster: Gewinnwahrscheinlichkeiten des jeweiligen Zeilen-Musters bei ,.kommt friiher als“
in einer Wurfserie mit einer Laplace-Miinze. Zu den angegebenen Erwartungswerten (14, 8, 10, ..., 14) siehe Ab-

schnitt 4.2.

Legende fiir Tab. 2 und 4-5 (am Schluf} des Beitrages):

che Erwartungswerte, aber

(# 1/2)
unterschiedliche

eingerahmt sind die jeweiligen Spaltenmaxima (—> Spiel: Julia — Julian).

172 kursiv sind jene Werte 1/2 gesetzt, bei denen gilt: unterschiedliche Erwartungswerte, aber gleiche
Wahrscheinlichkeiten (eben 1/2) bei ,, kommt frither als “.

1/4 in typewriter sind jene Werte

glei-
bei

gesetzt, bei denen gilt:
Wahrscheinlichkeiten

»kommt friiher als“ (eben # 1/2) (kommt bei2-gliedrigen Mustern nicht vor).

In Tab. 2 sind nun alle Wahrscheinlichkeiten auf-
gelistet, mit der das jeweilige Zeilen-Muster frither
als das jeweilige Spaiten-Muster beim Werfen einer
fairen Miinze kommt. Der hochste Wert jeder
Spalte ist eingerahmt: Das in dieser Zeile stehende
Muster ist also das beste ,,Gegenmittel“ gegen das
in dieser Spalte stehende. M.a.W.: Zu jeder Wahl
von Julia (Spaltenwahl) sucht sich Julian in der ge-
wihlten Spalte jenes Element (Zeilenwahl), mit
dem er die groBten Gewinnchancen hat. In Tab. 2
sind auch schon die Erwartungswerte der jeweiligen
Muster eingetragen, deren Berechnung Inhalt von
Abschnitt 4.2 ist.

Die Wahrscheinlichkeiten konnen alle nach dem-
selben Schema wie oben berechnet werden (wobei
das Losen des jeweiligen Gleichungssystems bei

Einsatz eines CAS auch kein zeitliches bzw. moti- -

vationales Problem darstellen sollte). 8 von den 28
moglichen Paarungen dreigliedriger Muster brau-
chen nicht durchgerechnet zu werden, da von vormn-
herein feststeht, da8 keines der beiden Muster be-
vorzugt werden kann (Symmetrietiberlegungen
bzgl. K-4; oder: Unterschiede nur an der dritten
Stelle). Bei den restlichen 20 Fillen (Paarungen)
sind jeweils 2 symmetrisch zueinander bzgl. X und
A, so daB also in Wirklichkeit nur 10 Fille (Paarun-
gen) zu untersuchen bleiben (aber ohne CAS
braucht man auch fiir 10 einfache 4x4-Systeme ei-
niges an Durchhaltevermégen).

Wir erhalten dadurch ein Beispiel einer nichttransi-
tiven (weil zyklischen) Beziehung: ,Muster X
kommt mit einer Wahrscheinlichkeit p > 3 vor
Muster Y *“ (bzw. ,Muster X ist besser als Muster

r
Y*), in Zeichen: X > Y. Es gilt nimlich z.B., wie
man aus Tab. 2 erkennt (ausgehend von 44K
kommt man wieder zu 44K, wobei jedesmal die

zugehorige ,.Siegeswahrscheinlichkeit (deutlich!)
groBer als 3, also jedes Muster deutlich besser als
sein Vorgéinger ist):

2/3 3/4 2/3 3/4

AAK > AKK > KKA > KAA4 > AAK.

,Nichttransitivitit“: Aufgrund der ersten drei ,Bes-
ser“-Relationen diirfite man bei Transitivitit von
nbesser ja AAK besser als KAA, in Zeichen 44K

P
> KAA mit p > 3 erwarten, was durch die letzte

Relation ja widerlegt ist.

Nichttransitivitiit ist bei vielen Relationen im Alltag
nichts Ungewdhnliches. Aus ,,4 ist Vater von B “
und B ist Vater von C “ kann natiirlich nicht , 4 ist
Vater von C “ folgen (dies ist hier sogar unmog-
lich); aus ,,4 ist verliebt in B “ und ,,B ist verliebt in
C “ mul} natiirlich noch lange nicht ,,4 ist verliebt in
C “ folgen. Auch im Bereich der Mathematik sind
intransitive Beziehungen nichts Ungewdhnliches:
Aus ,4 teilt nicht 10“ und ,,10 teilt nicht 16* folgt
natiirlich nicht ,,4 teilt nicht 16, die Relation , teilt
nicht* ist also intransitiv.

Jedoch bei quantifizierenden Relationen wie ,gré-
Ber«, ,schwerer”,  heller etc. erwartet man natur-
gemiB Transitivitit. Auch ,besser* ist i.a. eine sol-
che quantifizierende Relation, bei der man sich be-
rechtigterweise Transitivitiit erwartet. Obiger Be-
griff ,besser heifit aber nicht ,absolut besser®,
sondemn nur besser im Sinne von ,,das eine Muster
gewinnt mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p >
3 gegen das andere®, es ist also im Zweikampf der
jeweils beteiligten Muster zu bevorzugen (,bes-
ser”). Weil aber auch diesem ,,stochastischen Bes-
ser-sein” etwas Quantifizierendes anhaftet, so er-
wartet man sich intuitiv auch hier Transitivitit, eine
Erwartung, die jedoch enttiuscht wird, und das ist
doch fiir die meisten iiberraschend!

- 9.
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Bemerkungen:

e  Man sieht an den Zeilen in Tab. 2, daB} alle rei-
nen und alle symmetrischen Muster (KKK,
KAK, AKA, AAA) niemals das beste Gegen-
mittel zu einem vorher gewihlten Muster des
Gegenspielers darstellen, und dafl die Rolle des
besten Gegenmittels zwischen den anderen vier
Mustern gleichmiBig aufgeteilt ist — bei jeweils
zwei Mustern als Erstwahl (wichtig fiir Julian).

e  Weiters sieht man an den Spalten auch, da8 es
nur drei , Klassen” von Erstwahlen gibt (wich-
tig fir Julia): die schlechtesten wiren KKK
bzw. AAA (hier kénnte Julian seine Gewinn-

wahrscheinlichkeit auf % steigern), die zweit-
schlechtesten wiren KK4 bzw. 44K (Gewinn-
wahrscheinlichkeit von Julian = %), und die
drittschlechtesten (,,besten*) wiren K4AK, AKK,

K44, AKA - hier hitte Julian eine Chance von

y ,nur“ % .
e  Wenn Julia ihr Muster aus den acht moglichen

gleichverteilt (also jedes mit Wahr§cheinlich-

keit 1, was natiirlich unklug wire) und geheim
8

wihlte, Julian thr Muster also erst nach seiner
eigenen Wahl erfahren wiirde (bei zufillig
gleichem Muster — Wahlwiederholung), so
miifite Julian jenes Muster aus Tab. 2 nehmen,
dessen Zeilensumme maximal ist, um die
groBte durchschnittliche Gewinnchance zu ha-
ben. Dies ist der Fall bei AKK bzw. KAA4
(durchschnittliche Gewinnchance ~ 0.58). Die
zweitbesten Muster in diesem Sinne wiren
KKA bzw. AAK; durchschnittliche Gewinn-
chance ~ 0.56.

e Die beobachtete Unfaime des Spiels besteht
nicht nur bei 3-gliedrigen Mustern, sondern bei
jedem n = 3: zu jedem n-gliedrigen Muster gibt
es ein anderes n-gliedriges Muster, das sich mit
einer Wahrscheinlichkeit p > 3 friher in einer
zufilligen Serie ergibt, also ,,besser” in diesem
Sinne ist (siche z.B. Chen/Zame 1977). Bei je-
dem n > 3 gibt es also Intransitivititen dieses
Begriffes ,,besser*.

4.2 Erwartungswerte bei dreigliedrigen Mustern

Ganz analog zu zweigliedrigen Mustern kénnen wir
mit Hilfe bedingter Erwartungswerte und dem ,,Satz
vom totalen Erwartungswert” die Erwartungswerte
fiir die bei den einzelnen dreigliedrigen Mustern
ndtige Anzahl von Mimzwiirfen berechnen. Man
erhilt die schon in Tab. 2 angegebenen Erwar-
tungswerte (= durchschnittlich nétige Anzahl von
Wiirfen, bis das jeweilige Muster erstmals zusam-
menhiingend erscheint): 14, 8, 10, 8, 8, 10, 8, 14.

An einem Beispiel sei die Berechnung vorgefiihrt:
E(KK4)=8.

Da in diesem Beispiel natiirlich nur der Erwar-
tungswert E(KK4) und kein anderer vorkommt, las-
sen wir — der Ubersichtlichkeit halber — das Argu-
ment KK4 im folgenden weg. Wir arbeiten wieder
mit dem Satz vom totalen Erwartungswert und
brauchen dafiir eine geeignete Ereignisdisjunktion
bzw. die zugehorigen bedingten Erwartungswerte in
diesen ,,Sonderfillen“. Wir filhren diese Ereignis-
disjunktion (wie bei den bedingten Wahrschein-
lichkeiten) nach den vier moglichen Anfangspaaren
einer Serie durch und bezeichnen mit E,y, E, Exy,
Eyx die bedingten Erwartungswerte (fir XX4) unter
der Voraussetzung, dafl die ersten beiden Wiirfe
AA, AK, KA, KK waren. Je zwei dieser Startmuster
sind klarerweise wieder gleichwahrscheinlich, so
daB jedem von ihnen eine Wahrscheinlichkeit von 7
zukommt. Fiir die genannten bedingten Erwar-
tungswerte erhalten wir die Beziehungen C(hinter
diesen steckt letztlich wieder der Satz vom totalen
Erwartungswert):
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Eu=1+3Ey+3E«
Egy=1+3Exq + 3Exx
Egi=1+3Es+ 3B
Exg=1+32+3Ex.
Die erste Gleichung besagt z.B., daB nach dem
Startmuster 44 mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(jeweils 3) ein A oder ein K filit: Fallt ein 4 an der
dritten Stelle, so liegt emeut das Startmuster A4
vor (an zweiter und dritter Stelle; wegen der 1.
Stelle jeweils ,,1 +..“); fillt ein K, so liegt AK als
neues Startmuster vor. Ganz analog sind die zweite
und dritte Gleichung zu interpretieren. Vierte Glei-
chung: Fillt nach KX an dritter Stelle ein 4, so ist
KKA erreicht (mit 2 Wiirfen nach dem ersten K),
filit ein weiteres K, so liegt wieder das Anfangs-
muster KK vor. Dieses lineare Gleichungssystem in
vier Unbekannten hat die Losung
E =10, Exf=8, Ex,=10, Ex=4.
[Der Wert Exx = 4 ist auch ohne obige Glei-
chung(en) klar: Wenn bereits KK gefallen ist (2
Wiirfe), so ist die Frage nach KKA4 gleichzusetzen
mit der Frage nach dem nichsten 4, auf das man —
wie wir wissen — durchschnittlich 2 Wiirfe lang
warten muB, daher Exx = 2 + 2 = 4.] Mit diesen
Werten erhalten wir fiir den in Rede stehenden Er-
wartungswert E = E(KKA)
E=3(Eu+ Esx+ Exa + Eg) =
110+8+10+4)=8.

Damit hat man natiirlich auch (Symmetrie) E(44K)
= 8 gezeigt.
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Zusammenfassung von ,,Uberraschungen* bei 3- und 2-gliedrigen Mustern

Es gibt bei 3-gliedrigen Mustern einige Paarungen,
die zwar gleichen Erwartungswert haben, wobei
aber die Auftrittswahrscheinlichkeit des einen vor
dem anderen ungleich 3 ist (in Tab. 2 mit type-
writer-Schriftbild), z.B.:
AKK — KKA: E(AKK) = E(KKA) = 8,
aber P(AKK vor KKA) = $%;
KKA — KAA4: E(KKA) = E(KAA4) = 8,
aber P(KKA vor KAA) = %;
(analog bei Vertauschung von K und A). Dieses
Phinomen kann bei 2-gliedrigen Mustern noch
nicht beobachtet werden: es gibt bei 2-gliedrigen
Mustern ndmlich nur zwei Paarungen, bei denen
sich in der Sichtweise kommt frither als ein Wert #
3 ergibt (siche oben) — die durch kommt friher als
bevorzugten Muster haben aber auch kleineren Er-
wartungswert:
P(4Kvor KK) =%, E(4K)=4, E(KK)=6.
P(KA vor Ad)=%; E(KA)=4, E(A4)=6.

Genauso gibt es bei 3-gliedrigen Mustern einige
Fille (Paarungen), bei denen die Auftrittswahr-
scheinlichkeit des einen vor dem anderen gleich 3
ist, aber die Erwartungswerte (deutlich) verschieden
sind (siche Tab. 2, Kennzeichnung durch kursiv-
Schriftbild), z.B.:
KKK - KKA: E(KKK)=14 E(KKA)=8,
KAK-AKK: E(KAK)=10 E(4KK)=38,
KAK-KAA: E(KAK)=10 E(KA4)=8;
(analog bei Vertauschung von K und 4). Dieses
zweite Phiinomen war schon bei 2-gliedrigen Mus-
tern zu sehen:
P(KA vor KK) = 3,
aber E(K4A)=4 und E(KK) =6 ;
P(AK vor A4) =13,
aber E(4K) =4 und E(44)=6.

Die beiden Sichtweisen konnen also schon bei 2-
bzw. 3-gliedrigen Mustern bei einer festen Muster-
paarung Gleichwahrscheinlichkeit bzw. Bevorzu-
gung eines Musters bringen!

4.3 Viergliedrige Muster

Die oben schon angegebene Wahrscheinlichkeit
P(KAKA vor AKAA) = % kann (mittels des nun be-

reits bekannten Schemas und des Satzes von der
totalen Wahrscheinlichkeit) durch ein 8x8-System
fir die einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten
(Passs Paars Paxar Prass Paxxo Prars Prxar Pixx) be-
rechnet werden [P, bezeichne die bedingte Wahr-
scheinlichkeit fiir das Ereignis ,,K4KA4 vor AK44“
unter der Bedingung, daBl die ersten drei Wiirfe das
Ergebnis 444 hatten; die anderen Werte analog].
Durch die Losung des Gleichungssystems (die Lo-
sungen sind rechts in Klammer angegeben)

Pain=2Pass + 3Paux (PAAA_‘:')
Paax = 3Paxa + 3Paxx (PAAK=“7‘_)
Paga =30+ 3Prix (PAKA=$)
Pras = 3Pasa + 5Pasx (PKAA=':‘)
Paxx = 2Prxa + $Prxx (PAKK=§)
Prax =71+ 3Pyxx (PKAK=§)
Prga = 2Pias + $Pyax (PKKA'__s)
Prxx = 3Pxa + $Prix (PKKKzs)
ergibt sich fiir den Wert der gesuchten Wahr-
scheinlichkeit P = P(KAKA vor AKA4) =
I ]

In ganz analoger Weise konnen auch die Erwar-
tungswerte bei viergliedrigen Mustern berechnet
werden durch 8 lineare Gleichungen in 8 Unbe-
kannten, i.e. bedingte Erwartungswerte E 44, E 4y,
E iy Exass Eaxxs Exax, Exxa, Exxx — Satz vom to-
talen Erwartungswert. Es bezeichne E,,, den be-
dingten Erwartungswert der Anzahl nétiger Wiirfe
fiir KAKA unter der Bedingung, daB die ersten drei
Wiirfe das Ergebnis 444 hatten; die anderen be-
dingten Erwartungswerte analog. So konnen z.B.
die oben schon angegebenen Werte fiir E(4K44) =
18 und E(KAKA) = 20 berechnet werden. Wir wol-
def
len dies zunidchst fir |E = E(KAKA) =20 | zei-

gen. Es gilt (Satz vom totalen Erwartungswert)
E=§(Egua+ Egux + Eqga + Exgaq +
Euxt Exax + Exxq + Exxx)
Wir haben also zuerst diese bedingten Erwartungs-
werte zu berechnen mit Hilfe der folgenden 8 linea-
ren Gleichungen (die jeweiligen Ldsungen sind
rechts in Klammer angegeben):

Egpq=1+3E 4+ 3Esux (Egaa=23)
Eux=1+3Euq + 3Eaxx (Eqax=21)
Egq =1+ 3Egaq + 3Exax (Exs=19)
Exuq =1+ 3E 4+ 3Equx (Exaq=123)
Eqa= 1+ 3Ees + 3Exx (Eaxx=21)
Exx=1+%3  +3Eu (Exc=13)
Exxa = 1+ 3Egaq + 3Exux (Exxa = 19)
Exxx = 1+ 3Eggs + 3Exx (Exxx = 21).

Fiir E = E(KAKA) — das arithmetische Mitte] dieser
8 Werte — erhalten wir dadurch 20.
-11-
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Nun interessieren wir uns fiir den Erwartungswert

def
E = E(AKA4)|. Ganz analog ergibt sich in diesem
Fall (die Losungen sind wieder rechts in Klammer
angegeben):

Egx =1+ 3Ewq + 3Exxx (Eaxx = 21)
Exax =1+ 3E s + 3Eaxx (Exax=17)
Exia = 1+ 3Egqq + 3Exax (Exxa = 19)
EKKK= 1 +%EKKA+%EIG(K (EKKK=21)

Fir E = E(AKAA) (arithmetisches Mittel) erhalten

Epu=1+3E 4+ 3E (Eaasa=19) wir hier 18. Tabelle 3 gibt einen Uberblick iiber die
Ejux=1+3E 4 + 3Esxx Eux=17 Erwartungswerte bei den einzelnen 4-gliedrigen
Ega=1+33  +3Eei (Eaxa = 11) Mustern,
Exas=1+3E 0+ 3E sk (Exaa = 19)
KKKK | KKKA | KKAK | KAKK | AKKK | KKA4 | KAKA | KA4K
30 16 18 18 16 16 20 18
AAAA | AAAK | AAKA | AKAA | K444 | AAKK | AKAK | AKKA

Tab. 3: Erwartungswerte der einzelnen viergliedrigen Muster

Trotz aller getitigten Rechnungen bzgl. Wahr-
scheinlichkeiten und Erwartungswerten kann u.U.
ein Unbehagen bleiben: wie ist dieser ,,Wider-
spruch” in den Sichtweisen iiberhaupt moglich, wie
ist dieser zu erklidren? Wenn ein Muster X im Ver-
gleich zu einem anderen Muster ¥ meistens frither
kommt, so miifite ja auch die mittlere nétige Wurf-
zahl fiir X kleiner sein als jene fiir ¥, oder?!

DaB dies nicht unbedingt so sein muf, zeigen zwar
die Rechnungen, aber eine uw.E. wichtigye Formulie-

rung, die zwar etwas ,salopp® ausgefiihrt ist, ist
folgende. Sie kann durchaus ein (erstes, letztes)
Aha-Erlebnis bzw. vor allem persénliches Einsehen
und Verstindnis fiir den inneren Grund dieses ,,Wi-
derspruches® bringen und Abhilfe schaffen gegen
(trotz der numerischen Ergebnisse allenfalls weiter-
hin vorhandene) Gedanken wie: ,,Ich habe die ma-
thematischen Begriindungen und Rechnungen zwar
verstanden und glaube daher an deren Resultat, aber
innerlich verstanden, warum es zu diesem Wider-
spruch kommt, habe ich nicht.“

Heuristische, aber vielleicht lehrreiche Formulierung:

Das Muster 4K44 kommt zwar ,meistens” (mit
Wabhrscheinlichkeit -1%) erst spiter als K4KA, aber

wenn AKAA frither kommt, so kommt es offenbar
meist deutlich frither, so daB ,,im Mittel* die fiir
AKAA notige Wurfzahl trotzdem kleiner ist. Er-
wartungswerte stehen in einer engen Beziehung zu
Mittelwerten: Erwartungswerte sind einerseits Vor-
hersage- bzw. Schitzwerte fiir die zugehérigen
(empirischen) Mittelwerte und umgekehrt (genauso
wie Wahrscheinlichkeiten und relative Hiufigkei-
ten) und andererseits sind sie selbst per definitio-

nem gewichtete arithmetische Mittelwerte. Das
arithmetische Mittel ist bekanntlich sehr empfind-
lich gegeniiber sogenannten ,AusreiBern“ (beson-
ders grofie bzw. kleine Werte), so dafl sich diese
Eigenschaft in natiirlicher Weise auf Erwartungs-
werte libertrigt! D.h. wenn AKAA4 in einigen Fillen
deutlich frilher kommt als K4KA4 (,,AusreiBier), so
kann dies ,,ausreichen®, dal im Mittel flir AKAA
weniger Wiirfe nétig sind, obwohl 4AKA4 in den
meisten Fillen bzw. Serien (offenbar nur relativ)
spiiter kommt als K4KA.

winterpretationen® bei KAKA — AKAA:

Zwei Personen vereinbaren, jeweils eines der bei-
den Muster KAKA bzw. AKA4 zu wihlen. Eine
Miinze wird wiederholt geworfen, nun kann man
sich (mindestens) drei verschiedene Spielregeln
vorstellen, die mit unserem Paradoxon zusammen-
hingen:

(1) Gewonnen hat derjenige, dessen Muster zuerst
als Wort (Ergebnis von 4 aufeinanderfolgenden
Wiirfen) kommt; dann ist es kliiger, sich fiir K4K4
zu entscheiden.

(2) Es wird vereinbart, viele (z.B. 100 oder 1000)
Serien zu werfen. Jede Serie dauert solange, bis
beide Muster erschienen sind (jedes endliche Mus-
ter erscheint mit Wahrscheinlichkeit | in einer be-
liebig langen Serie): Nach dem Erscheinen des
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zweiten (in der jeweiligen Serie spiter erscheinen-
den) Musters erfolgt ein Abbruch der laufenden Se-
rie und Start einer neuen (z.B.: in einer Serie er-
scheint K4KA erstmalig an der 12. Stelle und nach
insgesamt 20 Wiirfen, also 8 Wiirfe spiter, ergibt
sich auch AKA44 in dieser Serie; nun wird eine neue
Serie gestartet). Jeder Spieler notiert bei jeder Serie
die Anzahl von Wiirfen, bis sein Muster erschienen
ist und bekommt dadurch viele (z.B. 100 oder
1000) Werte; der Spieler mit K4KA4 miiite bei obi-
ger Beispielserie 12 und der Spieler mit 4K44
miiBte 20 notieren. Sieger ist nun derjenige, dessen
Durchschnittswert aller 100 bzw. 1000 Werte
(arithmetisches Mittel) kleiner ist. Bei diesem Spiel
ist der Spieler mit AKAA4 bevorzugt!



(3) Es wird vereinbart, daB ,.die fiir das Spiel ent-
scheidenden 4-gliedrigen Muster” nur jene der Bl6-
cke 14, 5-8, 9-12, etc. sind (im Gegensatz zu den
obigen beiden Spielregeln, bei denen alle mogli-
chen 4-er Blocke einer Serie zihlen, also auch z.B.
die Blocke 2-5, 3-6, 4-7, etc.) M.a.W.: Nach je-
dem abgeschlossenen Viererblock gilt die Devise:
Neues Spiel, neues Gliick; ,,Uberschneidungen®
zwischen den ,giiltigen* Viererbicken werden
nicht beachtet. [Man konnte auch sagen: es werden
immer nur Serien der Linge 4 geworfen, dann je-
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weils Neustart.] Sieger ist derjenige, dessen Muster
frither in einem ,gultigen Viererblock® erscheint.
Dann sind die Muster der einzelnen Viererblocke
(1-4, 5-8, 9-12, etc.) wohl voneinander unabhén-
gig (einzelne unabhiingige Serien der Linge 4) und
beide Muster sind fiir dieses Spiel gleichgut!

Die Tab. 4 und 5 (siehe Beitragsende) geben einen
Uberblick iiber Erwartungswerte und Siegeswahr-
scheinlichkeiten bei viergliedrigen Mustern (siehe
dazu auch die Legende zu Tab 2).

Bemerkungen:

(a) Es gibt bei 4-gliedrigen Mustern (wie bei 3-
gliedrigen) sowohl! eine Fiille von Paarungen mit
zwar gleichen Erwartungswerten, aber unterschied-
lichen Wahrscheinlichkeiten bzgl. ,kommt frither
als* (in den Tab. 4 und 5 durch typewriter ge-
kennzeichnet) als auch viele Paarungen mit zwar
gleichen diesbeziiglichen Wahrscheinlichkeiten,
aber unterschiedlichen durchschnittlichen Warte-
zeiten (Erwartungswerten) — in den Tab. 4 und 5
kursiv gekennzeichnet.

(b) Erstmalig bei 4-gliedrigen Mustern kénnen
aber die beiden Sichtweisen ,kommt frither als“
bzw. ,Erwartungswert das echte Gegenteil von-
einander bringen, d.h. nicht nur ,,Gleichwahr-
scheinlichkeit gegen ,Bevorzugung eines Mus-
ters“, sondern sogar Bevorzugung des einen Mus-
ters gegen Bevorzugung des anderen Musters (bei
allen vier Paaren auch Vertauschung der Rollen X
©> A moglich):
P(KAKA vor AKAA) = % > %
aber E(KAKA)=20 > 18 = E(4KAA).

P(KAKK vor AKKK) = 1_72- > %

aber E(KAKK) =18 > 16 = E(AKKK).

P(KAKK vor KKAA) = ﬁ;- > %

aber E(KAKK) =18 > 16 = E(KKAA).
P(KAAK vor AAKK) = % > %
aber E(KAAK) =18 > 16 = E(44KK).

(¢) Wiirden Julia und Julian mit 4-gliedrigen
Mustern spielen, so betriige Julians Gewinnwahr-

scheinlichkeit jedenfalls (mindestens) % , ein Wert,
der sogar etwas kleiner als der entsprechende Wert
% bei 3-gliedrigen Mustern ist. D.h. mit wachsen-

dem »n muB bei diesem Spiel die UnfaimeB nicht
notwendig noch groBer werden.

(d) Beispiel einer zyklischen Kette bei 4-gliedrigen
Mustern (nichttransitive Relation besser bei

kommt frither als“):
5/7 9/14 4/7 9/14
KKAK > KAKA > AKAA > AAKK > KKAK

5 Erwartungswerte bei n-gliedrigen Mustern

Trivialerweise haben je zwei Muster, die K-4-
symmetrisch sind, dieselbe durchschnittliche War-
tezeit (denselben Erwartungswert), z.B. KAKKAA
und A4KKAK (jeweils 64). Es gilt auBerdem (zwar
nicht trivialerweise, aber doch): Je zwei Muster,
von denen jedes das ,riickwirts“ gelesene des je-
weils anderen ist, haben gleiche durchschnittliche
Wartezeit (Erwartungswert); dies folgt auch z.B.
aus Li 1980.

Aligemein gilt bei n-gliedrigen Mustern: Der Er-
wartungswert (durchschnittliche Wartezeit) fiir die
Seriec K.K A = 2" ist minimal unter allen »n-
——
(n~1)-mai
gliedrigen Mustern, er betréigt 2”. Die ,reinen Se-
rien” (n-mal K oder n-mal 4) haben die lingsten
durchschnittlichen Wartezeiten, sie betragen 2™ -2
=22"-1):

E(K.K 4)=2"
(n-1)-mal

EK.KK)y=2""-2=202"-1)|.
(n-1)-mal

[Die Maximalitdt bleibt hier unbewiesen. Sie folgt
z.B. — wie die vorher erwidhnte Minimalitdt — aus
der Arbeit von Li 1980.] Obwohl die beiden Wahr-
scheinlichkeiten, daB das eine Muster bzw. das an-
dere zuerst kommt, gleich grof sind (nach (n-1)-
mal K fillt mit gleicher Wahrscheinlichkeit ein
weiteres K oder 4), muB man somit im Durch-
schnitt fast doppelt so lange auf eine reine K-Serie
der Linge n warten wie auf eine K-Serie der Linge
n-1 und darauffolgendes 4.

Man kénnte vermuten, daf3 dieses Phinomen —
eventuell unbewufit — eine Ursache dafiir ist, dafs
viele Leute nach einer relativ langen , Rot-Serie
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beim Roulette “ intuitiv viel eher ,Schwarz" er-
warten als erneut ,,Rot“ (oder A nach einer K-
Serie).

Lemma:

-~ n 1 1 1
D =142 5434+ =4
w2 2 2 2

Beweis: Aus der bekannten Beziehung " =

5] (50 - 5

(1-x)

i 1
sich fiir x = 3 unmittelbar: Y. —— = 1+2— +

fiir x| < 1 ergibt

E(w — 2n+l _ 2
n-mal

Zu zeigen.

Wir betrachten das ,,Geschehen“ nach dem ersten
Block K...K . Der Erwartungswert fiir diesen ers-
[higaiv]
(n—1)-mal
ten Block betrigt 2" — 2, wie wir aus der Indukti-
onsvoraussetzung wissen.

Die Miinze kann nun beim néchsten Wurf K zeigen
(E=2"-2+1=2"-1, p=1) oder 4. Im zweiten
Fall ist erneut auf den ndchsten K-Block [(n-1)-mal
hintereinander K] zu warten und wieder entscheidet
der darauf folgende Wurf: er kann X sein (E =

m @ -1+ - 1) =22~ 1), p= 3} = ) oder wie-
3.% +4._13_ +..=. ! - =4 der 4 usw. Wir erhalten insgesamt (sieche Abb. 1)
2 2 ! -
(“2) EX..KK) =
n+l (n—1y-mal
Volistindige Induktion: E(w =27 -2{. @ - 11+2Q" - D33+ 32 DA+ =
n-mal
n 1 1 1
Fiir n =1, 2, 3 haben wir die entsprechenden Werte 2 - 1)-%-(1 +2-—+3 -—2-+4-—3+...) = 2"+l -2.
2, 6, 14 schon bestitigt. Unter der Annahme der \ 2 2 2 /
=4 (sieirbamm)

Gltigkeit von E(K..K) =2 -2 hayben wir

(n-1)-mal

-----

A—> K..... K
2=z 4 A —>
2" -1 L2 =2 l 2" -2 1
2" -1 : ’

2" -1
Abb. 1:

E(K...K). Moglichkeiten nach den einzelnen K-Blécken [(n-1)-mal hintereinander K]

Beweis von (E(K..K A)=2":
L
(n-1)-mal
Wir wissen von oben und verwenden im folgenden,
daB E(K..K) =2 -2 ist. Ganz kurz und lapidar
(n=1)mal

kénnte so argumentiert werden: K..K 4 bedeutet
——
(n—1)-mal
nichts anderes als Warten auf den ersten K-Block
der Linge n — 1 (der Erwartungswert dafiir betrigt
2 - 2) und anschlieBendes Warten auf das nichste
A (dieser Erwartungswert betriigt 2), woraus sich
der behauptete Erwartungswert FE(K..K A)=2"
e
(n-1)mal
unmittelbar ergibt!
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Bemerkung: Es gibt auBler der hier dargestellten
Methode noch einige andere zur Berechnung von
mittleren Wartezeiten (Erwartungswerten) und Sie-
geswahrscheinlichkeiten (,,Muster X kommt frither
als Muster Y *). Drei davon seien mit einem Lite-
raturverweis erwihnt: (1) mit Hilfe unendlicher
Reihen (jeweiliges Einsetzen in die Definition der
Erwartungswerte — siehe z.B. Humenberger 1998b;
(2) mit Hilfe von Graphen und den ,Mittelwertsre-
geln“ — siehe z.B. Engel 1976, S. 18ff (insbesonde-
re S. 22-26); (3) mit Hilfe des sogenannten Con-
way-Algorithmus — beschrieben z.B. in Gardner
(1974, S. 123) oder Szekely (1990, S. 62); dieser ist
zwar sehr ,verbliiffend“ und auch sehr leicht
durchzufiihren, aber relativ schwierig einzusehen
bzw. zu begriinden (z.B. Li 1980).
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KKKK (30)| KKKA (16)| KKAK (18)|KAKK (18)| AKKK (16){KKAA (16)| KAKA (20) | KAAK (18)
KKKK (30) — 12 2/5 3/10 1/16 25 5/12 4/11
KKKA(16)| 112 - 12 1/8 2/3 5/8 47
KKAK (18)]  3/5 1/3 - 3/5 5/12 12 172
KAKK (18)} 7110 1/2 2/5 - 712 4/7 12 1/2
AKKK (16)} [15/16 [7/8] 7/12 5/12 - 7/12 9/16 172
KK44 (16)]  3/5 1/3 12 3/7 5/12 — 5/9
KAKA QO 712 3/8 2/7 1/2 7/16 4/9 - 12
KAAK (18)] 7111 3/7 12 1/2 1/2 1/3 12 -
AKKA (18)]  5/8 7/16 7/12 5/12 12 712 9/16 1/2
AKAK Q0)|  5/8 716 7/16 9/14 12 7/16 1/2 7/16
AAKK (16)]  3/4 7/12 9/14 9/16 [2/3 12 9/16 5/12
K444 (16)] 711 3/7 12 1/2 12 1/3 12 12
4K44 (18)] 578 716 7/16 12 12 7/16 5/14 7/12
44K4 (18] 5/8 716 1/2 9/16 12 5/14 9/16 5/12
A4AK (16)]  15/22 12 9/16 9/16 4/7 5/12 9/16 9/16
A44430)] 112 722 3/8 3/8 4/11 1/4 3/8 3/8
Tab. 4:

Teil 1 — Viergliedrige Muster: Erwartungswerte; Gewinnwahrscheinlichkeiten des jeweiligen Zeilenmusters
bei ,.kommt frither als“ in einer Wurfserie mit einer Laplace-Miinze. Zusitzlich zur Legende zu Tab. 2: 9/14 ...
fett sind jene Werte (# %) gedruckt, bei denen die Sichtweisen ,,Erwartungswerte” bzw. ,,Wahrscheinlichkei-
ten fiir kommt frither als“ sogar zur gegenteiligen Einschitzung fiihren (kommt bei 2- und 3-gliedrigen Mus-
tern nicht vor),

AKKA (18)| AKAK (20)| AAKK (16)| KAAA (16) | AKAA (18)| AAKA (18) | A4A4K (16) | 4444 (30)
KKKK (30)]  3/8 3/8 1/4 411 3/8 3/8 7/22 172
KKKA (16)]  9/16 9/16 5/12 4/7 9/16 9/16 12 15/22
KKAK (18)] 5/12 9/16 5/14 12 9/16 12 7/16 5/8
KAKK (18)] 7/12 5/14 7/16 1/2 12 7/16 7/16 5/8
AKKK &) 12 12 1/3 12 12 12 3/1 7/11
KKA4 (16)] 512 9/16 1/2 [2/3] 9/16 9/14 7/12 3/4
KAKA 20)] 716 12 7/16 1/2 0/14 716 716 5/8
KAAK (18)] 12 9/16 7/12 1/2 5/12 | 7/12 7116 5/8
AKKA (18) - 12 1/3 1/2 172 1/2 3/7 /11
AKAK QO 12 R 4/9 716 1/2 27 3/8 712
AAKK (16) 5/9 - 5/12 3 12 1/3 3/5
K444 (16)) 112 916 7/12 - 5/12 7/12 [7/8] f1s/14
AKA4 (18)] 112 12 4/7 712 - 2/5 12 7/10
A4KA(18)] 112 1/2 5/12 3/5 - 1/3 3/5
AAAK (16)] 477 5/8 [2/3 1/8 1/2 - 12
A444(30)] 411 5/12 2/5 1/16 3/10 2/5 12 -
Tab. 5:

Teil 2 — Viergliedrige Muster: Erwartungswerte; Gewinnwahrscheinlichkeiten des jeweiligen Zeilenmusters
bei ,.kommt frither als“ in einer Wurfserie mit einer Laplace-Miinze.
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