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Beispiele von Klausur- und Priifungsaufgaben aus einem Grundkurs Stochastik
Heinz Klaus Strick, Leverkusen

Die nachfolgend abgedruckten Aufgaben wurden
als Klausuraufgaben in einem Grundkurs Stochastik
der Stufe 13 gestellt bzw. im Rahmen der mindli-
chen Abiturpriifungen einzelnen Schiilerinnen und
Schiilern vorgelegt. Der Grundkurs wurde zu Be-
ginn der Stufe 13 neu gebildet (wegen Erkrankung
eines Fachlehrers mussten Grundkurse umverteilt
werden). Daher bestand die Notwendigkeit, die

Als Lehrbuch wurde benutzt:

teilweise unterschiedlichen Vorkenntnisse der
Schiilerinnen und Schiiler aus dem 2. Halbjahr der
Stufe 12 anzugleichen. In Stufe 13 standen insge-
samt 40 Stunden fiir den Unterricht im Bereich Sto-
chastik zur Verfigung; die tibrigen Unterrichts-
stunden wurden fiir die Behandlung von Themen
aus der Analysis bendtigt.

o  Griesel, H. / Postel, H. (Hg.): Grundkurs Stochastik, Schroedel Verlag, Hannover
Dariiber hinaus wurde auch einzelne Aufgaben behandelt, die abgedruckt sind in:
e  Strick, H. K.: Einfithrung in die Beurteilende Statistik, Schroedel Verlag, Hannover

Die Schillerinnen und Schiiler hatten in Stufe 12
folgende Themen behandelt: Wahrscheinlichkeit
und relative Hiufigkeit, Pfadregeln, Kombinatorik,
ZufallsgréBen und Erwartungswert, Einfithrung Bi-
nomialverteilung.

In meinem Grundkurs der Stufe 13 folgten dann:
Vierfeldertafeln und Bedingte Wahrscheinlichkei-
ten, Warten auf Erfolg, Binomialverteilung, Kugel-
Ficher-Modell (Rosinenproblem), Testen von Hy-

pothesen bei kleinem n (zweiseitiger Test), Streu-
ung um den Erwartungswert, o-Regeln, Schluss
von der Gesamtheit auf die Stichprobe — Testen von
Hypothesen bei groBem Stichprobenumfang, Ein-
seitige Hypothesentests.

Anhand der nachfolgenden Klausuraufgaben wird
deutlich, welche Themen im Einzelnen im Unter-
richt behandelt wurden und auf welche Weise die
Vorbereitung auf die Abiturprilfung erfolgte.

1. Aufgabenstellung der 1. Klausur in Stufe 13

Aufgabe 1

Wird der Lehrerberuf zunehmend ein Frauen-Beruf?
64,8% aller Studierenden des Lehramts sind Frauen; bei den iibrigen Studiengiingen betrégt der Anteil von Frau-
en nur 38,6%. Insgesamt geben 11,7% der an den Hochschulen Deutschlands eingeschriebenen Studentinnen
und Studenten als Studienziel den Lehrerberuf an.

a) Untersuche die in der Zeitungsmeldung enthaltenen Informationen. Welche Daten kann man dem umge-
kehrten Baumdiagramm entnehmen? Schreiben Sie einen geeigneten Text iiber diese Daten.

b) Eine an einer Hochschule eingeschriebene Person wird zufillig ausgewihlt. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass diese Person
(1) eine Frau ist,
(2) eine Frau ist, die Studierende des Lehramt ist,
(3) eine Frau ist, wenn bekannt ist, dass diese Person nicht Studierende des Lehramts ist,
(4) ein anderes Ziel als den Lehrerberuf hat, wenn bekannt ist, dass diese Person ein Mann ist?

Aufgabe 2
Jemand will beim Roulettespiel nur auf das ,.erste Dutzend setzen (d.h. ein Gewinn wird ausgezahlt, wenn die

Kugel auf einem der Felder |, 2, 3, ..., 12 liegen bleibt). Wie viele Spielrunden muss der Betreffende mindestens
mitspielen, damit er/sie mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% mindestens einmal gewinnt?

Aufgabe 3

a) Eine Miinze wird 4mal geworfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
(1) (genau) 2mal Wappen fillt,
(2) mindestens 2mal Wappen fillt?
b) Vier Miinzen werden 5mal geworfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
(1) mehr als 3mal (genau) 2 Wappen fallen,
(2) hochstens 2mal mindestens 2 Wappen fallen?

Aufgabe 4

Ein Wiirfel wird 100mal geworfen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
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(1) mehr als 15mal Augenzahl 6 auftritt,

(2) weniger als 45mal eine ungerade Augenzahl fiillt,
(3) genau 67mal eine Augenzahl grofier 2 fillt,

(4) mindestens 85mal eine Augenzahl groBer 1 auftritt.

Aufgabe §

Sammelbilder werden zufillig und gleich-hiufig auf Kaugummi-Packungen verteilt; zu einer Serie gehdren 40
Bilder.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man nach dem Kauf von 100 Kaugummi-Packungen
(1) das Bild Nr. 15 noch nicht hat,
(2) das Bild Nr. 24 bereits 2mal hat,
(3) das Bild Nr. 40 mehr als 4mal hat?
b) Geben Sie einen Schitzwert dafiir an, wie viele Bilder der Serie von 40 Bildern nach dem Kauf von 100 Pa-
ckungen Omal, 1mal, 2mal, 3mal, 4mal, mehr als 4mal vorhanden sind.

2. Aufgabenstellung der 2, Klausur in Stufe 13

Aufgabe 1

a) Einregulires Tetraeder mit den Augenzahlen 1, 2, 3, 4 wird 100mal geworfen.
Schitzen Sie, wie oft Augenzahl 1 fallen wird. Bestimmen Sie dazu — mit Hilfe der Tabelle der kumulierten
Binomialverteilung — ein Intervall, in dem das Ergebnis mit einer Wahrscheinlichkeit von
(1) 50%, (2) 75%, (3)90% liegt.
b) Bei welchen Ergebnissen wiirde man das Tetraeder fiir manipuliert halten? Geben Sie hierzu eine ‘Regel’
an.
¢) Das Tetraeder wird n-mal geworfen, n = 200, 400, 800, 1600.
(1) Bestimmen Sie jeweils (mit Hilfe der o-Regeln) 90%-Umgebungen fiir den Erwartungswert.
(2) Was beobachten Sie hinsichtlich der GréBe der 90%-Umgebungen?
(3) Wie vereinbart sich Ihre Beobachtung mit dem Empirischen Gesetz der Groen Zahlen, nimlich dass
sich mit zunehmendem Stichprobenumfang die relativen Hiufigkeiten dem Wert der zugrundeliegenden
Wahrscheinlichkeit ‘nithern’.

Aufgabe 2

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beim Mittwochslotto (2 Ziehungen ‘6 aus 49°) eine oder mehrere Zahlen in
beiden Ziehungen gezogen werden, betriigt 56,4%.

[Zusatzfrage: Warum ist das s0?]

Machen Sie eine Prognose, wie oft dies bei den niichsten 500 Ausspielungen des Mittwochslottos vorkommen
wird.

Aufgabe 3

Marktforscher X. behauptet, dass in 48% der Haushalte ein CD-Player vorhanden ist; andere Marktforscher be-

zweifeln diese Angabe. Bei einer Stichprobe des Statistischen Bundesamtes (Mikrozensus) in 374 Haushalten

wird u.a. auch nach der Ausstattung des Haushalts gefragt.

a) Bei welchen Stichprobenergebnissen wiirde man die Angaben des Marktforschers X. fiir falsch ansehen?
Geben Sie eine Entscheidungsregel auf dem 90%-Niveau an!

b) Was sind hier Fehler 1. und 2. Art? (allgemeine und konkrete Bedeutung)

c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art? Was besagt diese Angabe?

d) Angenommen, der Ausstattungsanteil der Haushalte betrigt tatsiichlich nur 44%. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art? Was besagt diese Angabe?

Aufgabe 4

Von einem Arzneimittel behauptet der Hersteller A., dass es in 80% der Fille dem Patienten hilft; die Konkur-
renz B. ist der Ansicht, dass durch dieses Medikament nur in 70% der Fille eine Heilung erfolgt. Um den Streit
zu entscheiden, will man 100 Patienten zufillig auswihlen und zugunsten von A. entscheiden, wenn mehr als 75
Patienten geheilt werden, andernfalls soll die Meinung von B. gelten.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als 75 Patienten geheilt werden, obwohl B. Recht hat?

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass h8chstens 75 Patienten geheilt werden, obwohl A. Recht hat?

¢) Was haben a), b) mit Fehlern 1./2. Art zu tun?
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3. Aufgabenstellung der Stochastikaufgabe der 3. Klausur (Vorabiturklausur)

Bei einem Schulfest der Unterstufe kann man bei einem Wettspiel mit weiBen Miusen mitmachen. Eine Maus
wird in der Mitte eines symmetrischen Spielfeldes (‘Platz’) ausgesetzt und dort geflittert; wenn sie ihr Futter ge-
fressen hat, verliisst sie den Platz und versteckt sich in einem der angrenzenden (Spiel-)Hiuser. Die gleichartigen
Hiiuser sind von 1 bis 10 nummeriert; die Mitspieler konnen auf die Hausnummern setzen. Das Spiel beginnt,
wenn fiir jedes der Hiuser ein Einsatz vorhanden ist. Die Hiuser sind gleich groB. Es werden verschiedene Miu-
se eingesetzt; fiir jede Runde wird eine von 8 Miiusen zufillig ausgewihit.

a)

b)

<)

(1) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 4 aufeinander folgenden Spielrunden 4 verschiedene
Miuse ausgewihit werden?

(2) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Maus in 10 Spielrunden keinmal, einmal,
zweimal, mehr als zweimal eingesetzt wird?

(3) Schitzen Sie, wie viele der Miuse in den 10 Runden keinmal, einmal, zweimal, mehr als zweimal
eingesetzt werden.

(4) Wie viele Runden miissen mindestens gespielt werden, damit die Wahrscheinlichkeit, dass eine be-
stimmte Maus mindestens einmal eingesetzt wird, mindestens 90% betriigt?

(1) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei diesem Spiel in 100 Runden mehr als 10mal mit
Haus Nr. 1 gewinnt?

(2) Die Behauptung des Spielbetreibers, dass es egal ist, auf welches der Hiuser man setzt, soll durch Be-
obachtung von 250 Runden Giberpriift werden. Welche Ergebnisse wiirde man als vertriiglich mit der
Behauptung des Spielbetreibers ansehen? (90%-Niveau)

(3) Was sind hier Fehler 1. und 2. Art?

(4) Man vermutet, dass das Haus Nr. 5 (ein rot angemaltes Haus) bei den Miusen beliebter ist als die an-
deren. Wie wiirde die Entscheidungsregel in (2) lauten, wenn die Hypothese p > 0,1 tberpriift werden
soll? (90%-Niveau)

Jeder Teilnehmer des Schulfestes erhilt bei Kauf der Eintrittskarte ein Freilos fiir das ‘Miusespiel’, fiir je-

des zusiitzliche Spiel muss bezahlt werden. In einem Bericht in der Schiilerzeitung war spiter zu lesen:

Miiuse waren der Renner
Das diesjdhrige Unterstufen-Schulfest der LLS war wieder ein voller Erfolg; besonderen Zuspruch ver-
zeichnete das ‘Miusespiel’ der Klasse 5a. Keiner der Teilnehmer lieB es sich nehmen, wenigstens einmal
mitzuspielen. Geraten werden musste, in welchem von 10 Hiusern sich eine Maus verstecken wiirde. Das
Spiel war vor allem bei Jungen beliebt. 36% der Jungen spielten mehr als einmal mit; bei den Midchen
gaben nur 24% der Midchen Geld fiir das Spiel aus. Und dies, obwohl insgesamt mehr Midchen als Jun-
gen am Schulfest teilnahmen! Insgesamt wurden 55% der Eintrittskarten flir das Schulfest an Midchen

verkauft.

(1) Fassen Sie die im Artikel enthaltenen Daten in einem geeigneten Baumdiagramm zusammen.
(2) Schreiben Sie einen Zeitungsartikel {iber das umgekehrte Baumdiagramm.

4. Aufgabenstellungen der Stochastikaufgabe in der Abiturklausur

Informationen zum Unterricht

(Hinweis: Fiir die Abiturklausuren miissen die
Fachlehrer/innen in NRW zwei Vorschlige mit je
zwei Aufgaben beim Fachdezementen bei der Be-
zirksregierung einreichen, von denen einer dann fiir
die Prifung ausgewihlt wird. Der folgende Text
diente zur Information des Dezemnenten.)

Beide Vorschlige beginnen mit Fragestellungen,
die sich auf den Unterricht in 12.2 beziehen und zu
Beginn von 13.1 wiederholt wurden: Umkehren
eines Baumdiagramms / Bestimmung bedingter
Wahrscheinlichkeiten bzw. Berechnen von Wahr-
scheinlichkeiten zu hypergeometrisch-verteilten
Zufallsgrofien (behandelt im Rahmen der Kombi-
natorik). Die Schiiler/innen sind daran gewdhnt,
einen Text zum umgekehrten Baumdiagramm zu
schreiben (mehrere Beispiele im Unterricht).
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Im Zusammenhang mit dem Binomialmodell wur-
den verschiedene Einkleidungen behandelt (Ver-
teilung der Geburtstage auf das Jahr, Verteilung
von Rosinen auf Rosinenbrétchen), die sich auf das
Kugel-Féacher-Modell zurtickfiihren lassen (Wahr-
scheinlichkeitsberechnung, Hiufigkeitsinterpretati-
on, Bestimmung der Mindestanzahl von Stufen).

Im Rahmen der Behandlung von Fragestellungen
der Beurteilenden Statistik wurden mehrere Bei-
spiele fiir zweiseitige bzw. einseitige Hypothesen-
tests besprochen (einschl. konkreter Beschreibung
von Fehlen 1. und 2. Art und Berechnung von
Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art mit Hilfe von o-
Umgebungen).
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4.1  Aufgabenstellung der Stochastikaufgabe - Vorschlag 1

Polizei warnt vor Alkohol am Steuer
In Deutschiand wurden im vergangenen Jahr insgesamt ca. 390.000 Unfélle mit Personenschaden registriert, da-
von waren 10,2% durch Alkohol verursacht. Wihrend sich 24,6% der Verkehrsunfille ohne Alkoholeinfluss in
der Zeit zwischen 18 Uhr abends und 4 Uhr morgens ereigneten, fiel bei den Alkohol-Unfillen ein Anteil von
68,0% in diesen Zeitraum.

a) (1) Stellen Sie die Daten des Zeitungsartikels in einer Vierfeldertafel und in einem Baumdiagramm zu-
: sammen.

(2) Welche Daten kann man dem umgekehrten Baumdiagramm entnehmen? Schreiben Sie einen Zei-
tungstext tiber diese Daten.

(3) Ein Unfall mit Personenschaden werde zufillig aus dem Jahresbericht ausgewihlt. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit, dass dieser Unfall

(3.1) unter Alkoholeinwirkung geschah, wenn bekannt ist, dass er zwischen 4 Uhr morgens und 18 Uhr
abends stattfand,

(3.2) zwischen 4 Uhr morgens und 18 Uhr abends stattfand, wenn bekannt ist, dass kein Alkohol im Spiel
war? '

b) Ein Viertel der alkoholisierten Unfallbeteiligten hatte ein Alter zwischen 18 und 24 Jahren (‘Jugendliche’).
Fiir eine Untersuchung werden die Akten der ‘Alkoholunfille’ herausgesucht (Zufalisauswahl).

(1)  Wie viele dieser Akten miisste man mindestens durchsehen, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von
mindestens 50% die Akten von mindestens einem Jugendlichen darunter ist?

(2) Man sucht die Akten von 100 Alkoholunfillen mit Personenschaden aus dem Jahr heraus (Zu-
fallsauswahl). Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind darunter mehr als 20 Unfille, an denen Jugendli-
che beteiligt waren?

c) In Leverkusen ereigneten sich im letzten Jahr insgesamt 74 Unfille, bei denen die Fahrer unter Alkoholein-
wirkung standen und bei denen zum Gliick nur Sachschaden entstand.

Angenommen, die Unfille verteilten sich zufillig auf die Tage des Jahres:

(1)  Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass an einem zufillig ausgewihlten Tag des Jahres kein, ein,
mehr als ein Unfall dieser Art registriert wurden?

(2)  Wie viele Tage wird es danach ungefihr gegeben haben, an denen es keinen, einen, mehr als einen
Unfall gegeben hat?

d) Bei fritheren Erhebungen hatte man festgestellt, dass 45% aller Alkoholunfille sogenannte Fahrunfille sind;
das sind Unfille, die ohne Zutun anderer Verkehrsteilnehmer dadurch entstehen, dass der Fahrer die Kon-
trolle iiber das Fahrzeug verliert. Bei einer neuen Untersuchung will man 500 Alkoholunfille untersuchen.
(1)  Bei welchen Stichprobenergebnissen wiirde man davon ausgehen kénnen, dass sich dieser Anteil ver-

dndert hat? (90%-Niveau)

(2)  Was wiiren hier Fehler 1. und 2. Art?

(3)  Angenommen, der Anteil der Fahrunfille hiitte sich auf 39% reduziert. Wie groB ist dann die Wahr-
scheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art?

Erwartete Schiilerleistungen / Losung der Aufgabe
Teilaufgabe a)

Im vorgelegten Zeitungsartikel werden die Merkmale ‘Zeitpunkt des Unfalls’ und ‘Alkoholeinfluss’ betrachtet
mit den Ausprigungen ‘nachts’ bzw. ‘tags’ und ‘mit’ bzw. ‘ohne’. Zufallsversuch: Aus der Gesamtheit der re-
gistrierten Unfille mit Personenschaden wird zufiillig ein Unfall ausgewihit.

Dem Artikel sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten zu ent- 0,680 0,069
nehmen:

0,102

0,320 0,033
0,246 0,221
0,898
0,754 0,677
Merkmal: Merkmal:
Alkoholeinfluss Zeitpunkt
-31 -
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In der zugehorigen Vierfeldertafel stehen die Pfadwahrscheinlichkeiten des Baumdiagramms in den inneren Fel-
dern:

Merkmal: Alkoholeinfluss | Summe

mit ohne
Merkmal nachts 0,069 0,221 0,290
Zeitpunkt tags . 0,033 . 0,677 - 0,710
Summe 0,102 0,898 1,000

Wihrend die Wahrscheinlichkeiten der 2. Stufe des urspriinglichen Baumdiagramms in den Spalten der Vierfel-
dertafel ‘enthalten’ sind, ergibt sich das umgekehrte Baumdiagramm durch Betrachtung der Zeilen der Vierfel-

dertafel:

0,710

0,954
Merkmal: Merkmal:
Zeitpunkt Alkoholeinfluss

Dem umgekehrten Baumdiagramm kénnen z.B. die folgenden Informationen entnommen werden:

29% aller Verkehrsunfille mit Personenschaden ereignen sich zwischen 18 Uhr abends und 4 Uhr morgens, da-
von 23,8% unter Alkoholeinfluss. Bei den Unfallen, die sich in der tibrigen Zeit ereignen, spielt Alkohol nur in 4,6%
der Falle eine Rolle.

Die im Aufgabenteil (3) gesuchten Wahrscheinlichkeiten kénnen aus den beiden Baumdiagrammen abgelesen
werden: (3.1) 4,6% (3.2) 75,4%

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 15 Punkte:
je 3 Punkte fiir die Aufitellung des 1. Baumdiagramms und der Vierfeldertafel sowie den Zeitungsartikel,

4 Punkte flir das umgekehrte Baumdiagramm

Teilaufgabe b)

Zufallsversuch: 100-stufiger Bernoulli-Versuch
Erfolgswahrscheinlichkeit: p = 0,25

ZufalisgroBe X: Anzahl der Akten von Jugendlichen

(1) P(unter n herausgegriffenen Akten sind lauter Akten von Erwachsenen) = 0,75
P(unter n Akten ist mindestens eine Akte eines Jugendlichen) = 1 — 0,75n
Bedingung der Aufgabenstellung: 1—0,75 > 0,5

Durch Logarithmieren oder Potenzieren findet man: n > 3.

(2) Wahrscheinlichkeitsberechnung mit Hilfe des Tafelwerks (kumulierte Wahrscheinlichkeiten):
PX>20)=1-P(X<20)=1-0,149=0,851= 85,1%

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 8 Punkte: je 4 Punkte fiir die beiden Fragen

Teilaufgabe c)
(1) Ansatz Kugel-Ficher-Modell: 74 Kugeln werden zufillig auf 365 Ficher verteilt

74-stufiger Bernoulli-Versuch mit p = L
365

Zufallsgrofie: X: Anzahl der Unfille an einem beliebig ausgewihlten Tag

74
P(X =0) = (3"—4) =0,816
365
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’ 73
P(X = 1)= 74— (-3-61) = 0,166
365 \ 365

PX>1)=1-P(X<1)=0,018

(2) Hiufigkeitsinterpretation:
Es wird ca. 298 Tage im Jahr geben ohne Unfall, 61 Tage mit | Unfall, 7 mit mehr als | Unfall (Rundungsfehler).

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 10 Punkte: 2 Punkte fiir den Ansatz, 5 Punkte fiir die Wahrscheinlichkeitsberech-

nungen, 3 Punkte fiir die Haufigkeitsinterpretation

Teilaufgabe d)
(1) Zweiseitiger Hypothesentest mit n = 500; Hy: p = 0,45
Esist: p=225; 6 =11,12; 1,646 = 18,24

Entscheidungsregel: Verwirf die Hypothese H,, falls weniger als 207 oder mehr als 243 Fahrunfille sind.

(2) Fehler 1. Art: Der Anteil hat sich nicht veriindert, aber das Stichprobenergebnis liegt zufillig im Verwer-
fungsbereich: Man geht zukiinftig irrtiimlich von einer Verfnderung des Anteils der Fahrunfille aus.

Fehler 2. Art: Der Anteil hat sich veriindert, aber das Stichprobenergebnis liegt zufillig im Annahmebereich:
Man geht auch zukiinftig von einem Anteil von 45% aus, obwohl dies nicht mehr stimmt.

(3) Wahrscheinlichkeitsberechnung mit Hilfe der Naherungsformeln von Moivre-Laplace:
Py1=039(207 £ X £ 243) = Pj1030(p1 — 1,056, < X <, + 4,450,) =~ 0,147

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 17 Punkte: 5 Punkte fiir den Ansatz einschl. Entscheidungsregel, 4 Punkte fiir die
Beschreibungen der Fehler, 8 Punkte fiir die Wahrscheinlichkeitsberechnungen.

4.2 Aufgabenstellung der Stochastikaufgabe - Vorschlag 2

a) In einem Kurs sind 12 Schiilerinnen und 8 Schiiler. Der Kurslehrer erhiilt von einem Verein regelmiBig fiinf
Freikarten fiir ein Basketballspiel, die er an die Kursteilnehmer weitergibt. Zuniichst verfihrt er dabei so:
Die Namen von allen Schillerinnen und Schiilern werden auf Zettel geschrieben. 5 Zettel werden auf einen
Griff gezogen.

(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden mehr Freikarten an Jungen als an Madchen verteilt?
(2) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass alle Freikarten in dieser Woche an solche Schiiler/innen
verteilt werden, die in der vergangenen Woche keine Freikarten erhalten hatten?

b) Statt der Zettel mit den Namen benutzt er spiter ein reguliires (20flichiges) Ikosaeder; die Augenzahlen ent-
sprechen dabei der Nummer des Schiilers/der Schillerin in der Kursliste.

(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden nach diesem Verfahren mehr Freikarten an Jungen als an
Miidchen verteilt?
(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden die Karten an 5 verschiedene Personen verteilt?

¢) Gehen wir jetzt davon aus, dass dem Lehrer n Freikarten zur Verfiigung stehen. Wie groB muss n mindes-
tens sein, damit die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Junge eine Freikarte erhilt, mindestens 90%
ist?

d) Der Kurssprecher protokolliert, wie oft die einzelnen Kursteilnehmer nach diesem Gliicksverfahren eine
Freikarte erhalten haben.

(1) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach 50 Runden (Ikosaederwilrfen) ein bestimmter Kurs-
teilnehmer noch keine Freikarte, eine Freikarte, zwei, drei, mehr als drei Freikarten erhalten hat?

(2) Wie viele Kursteilnehmer etwa werden nach den 50 Runden noch keine, eine Freikarte, zwei, drei,
mehr als drei Freikarten haben?

(3) Nach n Runden haben drei Schiiler/innen noch keine Freikarte erhalten. Schitzen Sie, wie gro n ist.

¢) Die Jungen haben den Verdacht, dass der Lehrer das Ikosaeder so geschickt werfen kann, dass dadurch die

Midchen im Vorteil sind. Sie wollen ihre Vermutung wihrend der nichsten 150 Runden {iberpriifen.

(1) Bei welchen Hiufigkeiten sind die Jungen wohl nur bereit, von ihrer Vermutung abzugehen? (90%-
Niveau)

{2) Beschreiben Sie, was hier Fehler . und 2. Art sind.

(3) Wie groB wire die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art, wenn der Lehrer tatséichlich die Jungen
bevorzugt und es schafft, mit Wahrscheinlichkeit 50% einem Jungen eine Freikarte zuzulosen?
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Erwartete Schiilerleistungen / Lasung der Aufgabe

Teilaufgabe a)
Zufallsversuch: Zichen ohne Zurticklegen
ZufallsgroBe X: Anzahl der Karten fiir Jungen

124(8 123(8 121/8
() PX>2)=1-P(X<2)=1-PX=0)-PX=1)-P(X=2)=1- (Ezzo)o) - (4220)‘) - (2220)2) ~29,6%

()

20)

(3

Bewertung der Schiilerleistungen:

maximal erreichbar insgesamt 9 Punkte: 5 Punkte fiir den Ansatz einschl. Wahrscheinlichkeitsberechnung in (1),

4 Punkte fiir Teil (2).

Teilaufgabe b)
Zufallsversuch: Zichen mit Wiederholung (Bernoulli-Versuch mit p = 0,4)

(1) P(X>2)=1 - P(X £2) =1 - P(X = 0) = P(X = 1) - P(X = 2) = 1 - 0,07776 — 0,2592 — 0,3456 = 31,7%

(2) P(lauter verschiedene Personen werden ausgelost) = 2019181716 0,5814
20-20-20-20-20

(2) P(andere Gewinner als letzte Woche) =

Bewertung der Schiilerleistungen:

maximal erreichbar insgesamt 8 Punkte: Teil (1): 5 Punkte, Teil (2): 3 Punkte
Teilaufgabe c) ;

P(nur Midchen erhalten eine Freikarte) = 0,6'1

P(mindestens 1 Junge erhalt eine Freikarte) =1—0,6

Bedingung: 1 - 0,6 <0,1

Losung der Ungleichung durch Potenzieren oder Logarithmieren: n > 5

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 4 Punkte

Teilaufgabe d)
(1) Zufallsversuch: 50-stufiger Bernoulliversuch mit p = 0,05
X: Anzahl der Freikarten, die eine zufillig ausgewihlte Person in 50 Runden erhilt

Wahrscheinlichkeitsberechnung: Hiufigkeitsinterpretation:
P(X =0)=0,95"~0,077 ca. 12

P(X = 1) = 50-0,05-0,95* =~ 0,202 ca. 4

P(X =2) = 1225:0,05%0,95* ~ 0,261 ca.s

P(X = 3) = 19600-0,05°-0,95*" ~ 0,220 ca. 4-5

P(X > 3) = 0,240 ca. 5

(3) Fiir welches n gilt: 20-P(X =0 ) = 3, d.h. gesucht ist n mit 0,95n = (,15. Dies gilt fiirn = 3.

Bewertung der Schiilerleistungen:
maximal erreichbar insgesamt 11 Punkte: 8 Punkte firr die Wahrscheinlichkeitsberechnung und Hiufigkeitsinter-
pretation, 3 Punkte fiir die Schitzung vonn

Teilaufgabe ¢)

(1) 150-stufiger Bernoulliversuch

X: Anzahl der an Jungen verlosten Freikarten

Einseitiger Hypothesentest mit Hy: p < 0,4

Standpunkt: Die Jungen lasen sich von ihrer Meinung nur abbringen, wenn im zu beobachtenden Zufallsversuch
signifikante Abweichungen nach oben eintreten.

Entscheidungsregel:
Fiir p = 0,4 wiire: n=60; 6 =6; u+ 1,280 = 67,7
Firp<0,4ist u+ 1,286 < 67,7

=34 -
H. K. Strick: Beispiele von Klausur- und Priifungsaufgaben aus einem Grundkurs Stochastik



Stochastik in der Schule Band 20(2900), Heft 1

Fir p<0,4 ist p + 1,286 < 67,7
Verwirf die Hypothese Hy, falls mehr ais 67mal Jungen ausgelost werden.

(2) Fehler 1. Art: Der Lehrer benachteiligt die Jungen, aber da das Stichprobenergebnis zufillig im Verwerfungs-
bereich der Hypothese liegt, hat man keine Begriindung, ihm dies vorzuwerfen.

Fehler 2. Art: Der Lehrer benachteiligt die Jungen nicht, aber das Stichprobenergebnis im Annahmebereich
iberzeugt die Jungen nicht.

(3) Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art:
Ppi0s(X £67) = Ppos(X < 1 - 1,226,) # 11,1%

Bewertung der Schiilerleistungen:

maximal erreichbar insgesamt 18 Punkte: 2 Punkte fitrr den Ansatz, 6 Punkte fiir die Bestimmung der Entschei-
dungsregel, 4 Punkte fiir die Beschreibungen der Fehler, 6 Punkte fiir die Wahrscheinlichkeitsberechnung des
Fehlers 2. Art.

S. Aufgabe fiir die miindliche Abiturpriifung (4. Abiturfach)

a) In einem Buch mit 200 Seiten sind 100 Druckfehler — zufillig iiber die Seiten des Buches verteilt.

(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man auf einer bestimmten Seite keinen, einen, zwei, mehr als
zwei Druckfehler?
(2) Wie viele Seiten wird es im Buch geben, auf denen 0, 1, 2, mehr als 2 Druckfehler sind?

b) Um Druckfehler zu vermeiden, lesen zwei Lektoren den Buchtext nacheinander, aber unabhingig voneinan-
der durch. Erfahrungsgem3B findet Lektor A einen Druckfehier mit Wahrscheinlichkeit 60% (d.h. 60% aller
Druckfehler); von diesen Fehlern werden 75% auch von Lektor B entdeckt. Von den Fehlern, die Lektor A
tibersehen hat, findet der Lektor B 70%.

(1) Wie viele Fehler werden weder von A noch von B entdeckt?

(2) Wie groB sind diese Prozentsiitze, wenn B und A in umgekehrter Reihenfolge lesen?
Hinweis: Stelle die Information in einem Baumdiagramm und einer Vierfeldertafel dar!

¢) Ineinem anderen Text sind 250 Druckfehler.

(1) Geben Sie eine Schitzung (auf dem 95%-Niveau) an, wie viele Fehler Lektor A finden wird.

(2) Bei welchen Anzahlen wiirde man behaupten kénnen, dass sich die Fihigkeit von Lektor A verdndert
hat?

(3) Was wiiren hier Fehler . und 2. Art?

Erwartete Schiilerleistungen / Lisung der Aufgabe

a) (1) ZufallsgroBe X: Anzahl der Fehler auf einer zufillig ausgesuchten Seite
Kugel-Ficher-Modell: 100 Kugeln werden zufillig auf 200 Ficher verteilt

100-stufiger Bernoulli-Versuch mit p= —
200
P(X=0)=0,606; P(X =1)=0,304; P(X = 2)=0,076; P(X >2) = 1 - (0,606 + 0,304 + 0,076) = 0,014

(2) Haufigkeitsinterpretation: Die Wahrscheinlichkeitsberechnungen gelten fiir jede der 200 Seiten, d.h. 60,6%
der Seiten enthalten 0 Druckfehler (das sind ca. 121 Seiten), 30,4% der Seiten enthalten einen Druckfehler (das
sind ca. 61 Seiten), 7,6% der Seiten enthalten 2 Druckfehler (das sind ca. 15 Seiten) und 1,4% der Seiten enthal-
ten mehr als 2 Druckfehler (das sind ca. 3 Seiten).

b) Darstellung der Informationen in einem Baumdiagramm

und einer Vierfeldertafel: Abkiirzung ,Lektor A“ steht fiir 043
das Merkmal ,,Lektor A findet einen Fehler usw.:
0,15
0,28
0,4

0,3 0,12

i\/[erkmal Merkmal:

Lektor A Lektor B
-35.-
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Merkmal: Lektor B| Summe
ja nein
Merkmal ja 45% 15% 60%
Lektor A nein 28% 12% 40%
Summe 73% 27% 100%
Umgekehrtes Baumdiagramm: 0,45
73% der Fehler werden von Lektor B entdeckt, von diesen
Fehlern werden 61,6% auch von Lektor A gefunden. Von
den Fehlern, die B nicht entdeckt, werden 55,6% von A ge- 0,28
funden.
0,15
0,12
Merkmal: Merkmal:
Lektor B Lektor A

(3) Bernoulli-Versuch mit n = 250; p = 0,6, also p = 150; 6 =7,75; 1,966 = 15,2

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% wird die Anzahl der Fehler, die Lektor A findet, zwischen 135 und 165
einschl. liegen. Falls die Anzah] auferhalb dieses Intervalls liegt, wird man behaupten konnen, dass sich die Fa-
higkeit von Lektor A verindert hat.

Fehler 1. Art: Die Fahigkeit von Lektor A hat sich nicht verdndert; das Ergebnis der Stichprobe liegt zufillig
auflerhalb des o.a. Intervalls: Man geht von einer Verénderung aus, die gar nicht stattgefunden hat.

Fehler 2. Art: Die Fihigkeit von Lektor A hat sich veréindert; das Stichprobenergebnis liegt zufillig innerhalb
des o.a. Intervalls. Die Verinderung wird nicht bemerkt.

Eine Leistungskurs-Abituraufgabe zum Ficherbelegungsmodell
Heinz Althoff, Bielefeld

Zusammenfassung: Vorgestellt werden fiir die genannte Aufgabe die unterrichtlichen Voraussetzungen, die
Aufgabenstellung, eine mogliche Losung der Aufgabe sowie die Schwierigkeiten bei der Bewertung der Schii-
lerarbeiten.

Unterrichtliche Voraussetzungen

Im Stochastikunterricht dieses Leistungskurses
(Umfang etwa 120 Unterrichtsstunden) habe ich
erstmals das Thema ,,Entwicklung und Anwendun-
gen des Ficherbelegungsmodells* behandelt. Ich
habe die zugehdrige Unterrichtsreihe in (Althoff
1999} ausfiihrlich dargestelit.

Die folgende Aufgabe bildete zusammen mit einer
»hormalen* Stochastikaufgabe und einer Analysis-
aufgabe die Abiturklausur 1998 in meinem Leis-
tungskurs am Helmholtz-Gymnasium Bielefeld.
Die Arbeitszeit betrug 43 Zeitstunden, davon waren
etwa 30% fiir diese Aufgabe vorgesehen.

Aufgabenstellung

a) Beschreiben Sie das Ficherbelegungsmodell und verdeutlichen Sie, was das Modell zur Beschreibung bzw.
zur Losung stochastischer Probleme leisten kann.
321

b) Formulieren Sie eine zum Ansatz P(E) = 1 - 221! passende Einkleidung fir das Ziehen von Skatkar-
32

ten. (Hinweis: Ein Skatspiel besteht aus 32 verschiedenen Karten.)
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