Kovarianz oder Bes‘timmtheitsmaB?

Didaktische Uberlegungen zur Basis der Korrelation
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Zusammenfassung: Zwei unterrichtliche Wege
zum Korrelationskoeffizient r konkurrieren: erstens
der Weg tiber die Kovarianz, zweitens der Weg
iiber das Bestimmtheitsmaf3. Ein Vergleich beider
Wege miindet in der These, dass der Weg iiber das
Bestimmtheitsmaf3 der bessere ist.

Der neue nordrhein-westfilische Gymnasiallehr-
plan fiir die Klasse 11 nennt auch ,, Ausgleichgera-
de, Regression, Korrelation“ als obligatorisches
Thema im Unterricht iiber Deskriptive Statistik
(Ministerium fiir Schule und Weiterbildung, Wis-
senschaft und Forschung des Landes Nordrhein-
Westfalen 1999, S. 15). Beschreibende Statistik soll
sich also im Unterricht auch auf mehr als eine Di-
mension oder Variable beziehen, wenngleich au-
genscheinlich nur im Rahmen linearer Ansitze der
klassischen Kleinst-Quadrate-Statistik. Man darf
gespannt sein, welche Unterrichtstraditionen sich
hier etablieren werden. Im Wesentlichen scheinen
sich dafiir zwei Kandidaten anzubieten: der Weg
zur Korrelation iiber die Kovarianz einerseits, der
Weg zur Korrelation iiber das Bestimmtheitsmafl
andererseits. (Mischformen sind denkbar.) Auch
wenn die Etablierung unterrichtlicher Traditionen
wohl nur zum geringsten Teil rationaler Diskussion

folgt, sei hier dennoch ein Vergleich dieser beiden

Kandidaten versucht.

Der Weg iiber die Kovarianz

Als ,MaB*“ fur den ,,Zusammenhang* zweier Va-
riablen X und Y, gestiitzt auf die jeweils n Mess-
werte x; und y; ( = 1, ..., n), wird zunichst die Ko-
varianz

Syr = i‘i(xi -X)i-y)
=1

eingefithrt — nicht notwendig in Verbindung mit der
Regressionsgeraden — und in folgender Hinsicht
diskutiert: Liegen die beiden Werte x; und y; eines
Messwertpaares gleichzeitig beide oberhalb bzw.
unterhalb des Mittelwertes der zugehdrigen Varia-
blen X und Y, so vergroBert dies die Kovarianz;

paart sich indessen die Uberdurchschnittlichkeit in
der einen Variablen mit der Unterdurchschnittlich-
keit in der anderen Variablen, so verringert dies die
Kovarianz. Graphisch interpretiert: Teilt man das
entsprechende Streudiagramm am Schwerpunkt in
vier Quadranten, so vergroBern Punkte in den Qua-
dranten links unten und rechts oben die Kovarianz,
wiahrend sie von Punkten in den Quadranten links
oben und rechts unten verringert wird. Die weitere
Erkenntnis schlieflich, dass diese Kovarianz als
Mab fiir den Zusammenhang der beiden Variablen
X und ¥ noch von den Streuungen

_/2_/
Sy =4Sy =4/Sxx

und

Sy =4/57 =4/Spy

in X und Y abhéngt, fithrt dann schlieBlich zu der
Produkt-Moment-Korrelation r als standardisierte
Kovananz:

Sxr

Fey = .
Sx Sy

Fir diese Korrelation ist dann noch gesondert zu
beweisen — aus Schiilersicht sicherlich recht , trick-
reich® —, dass sie betragsmiBig durch 1 limitiert ist.

Offen bleibt bei diesem Ansatz, wieso eigentlich
die Kovarianz ein MaB fiir einen /inearen Zusam-
menhang ist; dies wird niamlich aus der skizzierten
Begriindung fiir den Schiiler kaum deutlich. Diese
namlich bezieht sich nur auf die Lage eines Punktes
in den vier durch den Schwerpunkt aufgespannten
Quadranten des Streudiagrammes, arbeitet also nur
mit den Kategorien ,,rechts oder links vom Schwer-
punkt“ und ,,oberhalb oder unterhalb vom Schwer-
punkt®. Aus Sicht dieser Grobkategorien sind aber
die Graphen linearer Funktionen nicht von den
Graphen irgendwelcher anderer monotoner Funk-
tionen unterscheidbar, sofern diese auch durch den
Schwerpunkt gehen. Und auch grob streuende und
durch keine Gerade oder Kurve gut approximierba-
re Punktwolken miissten zu betragsmiBig hohen
Kovarianzen fiihren, wenn sich dieses grobe Streu-
en jeweils nur auf zwei einander schrig gegeniiber
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liegende Quadranten beschrinkt. Die skizzierte —
offensichtlich um Wesentliches verkiirzte — Be-
griindung fiir die Kovarianz lisst also im Dunkeln,
warum die Korrelation » ein MaB fir den linearen
Zusammenhang ist, und damit insbesondere auch,
warum diese Korrelation betragsmiBig eins wird
genau dann, wenn alle Punkte auf einer Geraden
(mit von null verschiedener Steigung) liegen, und
null genau dann, wenn die Kleinst-Quadrate-
Regressionsgerade waagerecht liegt. Ganz grund-
sétzlich gibt es hier fiir den Schiiler keinen klaren
Bezug zwischen der Kovarianz und Korrelation ei-
nerseits und der ganz unabhingig davon behandel-
ten oder zu behandelnden Regressionsgeraden an-
dererseits. Will man all diese Argumentationsliik-
ken im Unterricht schlieBen — und darum wird man
in einem aufklirerischen Statistikunterricht wohl
kaum herumkommen -, so bedarf es dazu einer
Fiille recht schwieriger weiterer Uberlegungen, de-
ren Komplexitit in einem seltsamen Missverhiltnis
zu der groben Einfachheit der anféinglichen Kovari-
anzkonzeption steht.

Der Weg iiber das BestimmtheitsmaBfl

Die Regressionsgerade mit der Gleichung
y j=ax;+b

wird bekanntlich so bestimmt, dass die vermittels
dieser Geraden in Kenntnis der X-Werte ,,vorherge-
sagten* Y-Werte im Schnitt minimale quadratische
Abweichung zu den tatsichlich beobachteten Y-
Werten haben. Die Koeffizienten g und b werden
also so gewihlt, dass die Summe der Abweichungs-
Quadrate

SAQ(a,b) = Z(.f’, -y)’= Z(ax, +b-y,)
i=] i=l

minimal wird. Das Minimum dieser Funktion -
nennen wir es SAQyy - ist also ein — noch von » ab-
hingiges — MabB fiir die GréBe der quadratischen
Vorhersagefehler bei linearer Vorhersage von Y
aufgrund der Kenntnis von X. (Der n-te Teil von
SAQxy entspricht dem durchschnittlichen quadrati-
schen Vorhersagefehler.)

Stehen die X-Werte fiir die Vorhersage von Y in-
dessen nicht zur Verfiigung, ist die im Sinne dieser
Kleinst-Quadrate-Philosophie optimale Vorhersage
gerade der konstante Mittelwert in Y, denn be-
kanntermaBen ist

Y-y

minimal fiir die Konstante
c=Yy.

Dieses Minimum, nennen wir es
SAQy =X (- ».)’,
i=1

ist ein ~ wie oben noch von n abhangiges - MaB fur
die GroBe der quadratischen Vorhersagefehler bei
Vorhersage von Y ohne Kenntnis von X. Ist der
Unterricht iiber Regression hier angelangt, ergibt
sich sofort die Frage: Um wieviel, also um welchen
relativen Anteil, verringert sich der quadratische
Vorhersagefehler, wenn man X fiir die Vorhersage
von Y beriicksichtigt, wenn man also von der , tri-
vialen® Vorhersage des konstanten Mittelwerts zu
einer Vorhersage aufgrund der Regressionsglei-
chung iibergeht — oder graphisch formuliert: wenn
man von einer waagerechten zu einer Regressions-
geraden mit beliebiger Steigung iibergeht? Einfache
Antwort: Um den Anteil

2 _ SAQy _SAQXY _ ;(j}, _yi)z —;(?—yj)z
> G-y

i SAQy

Dies ist das BestimmtheitsmaB, auch Determinati-
onskoeffizient genannt, dessen mit +1 bzw. -1 mul-
tiplizierte Wurzel ~ je nach positiver oder negativer
Steigung der Regressionsgeraden — der Korrelati-
onskoeffizient ryy ist.

Hier ist dem Schiiler sofort klar: Als relativer An-
teil liegt x» - und damit der Betrag von ryy -
zwischen null und eins. Dass »xy insbesondere
nicht negativ sein kann ~ und damit das Wurzelzie-
hen immer méglich ist —, dies ist trivial und bedarf
keines komplizierten formalen Beweises. Denn
durch die erlaubte Nutzung des Pradiktors X ~ gra-
phisch: durch die Erlaubnis, nicht nur den Achsen-
abschnitt, sondern auch die Steigung der Regressi-
onsgeraden frei wihlen zu kénnen - lisst sich die
Vorhersage allenfalls verbessern, nicht aber ver-
schlechtern. SAQyy ist also trivialerweise allenfalls
kleiner, niemals aber groBer als S4Qy. Bestimmt-
heitsmaB r’yy und Korrelationskoeffizient ryy sind
eins genau dann, wenn die Regressionsgerade den
Vorhersagefehler vollstindig, also zu 100%, ver-
ringert, wenn also alle Punkte auf einer nichthori-
zontalen Geraden liegen, und beide Werte sind null
genau dann, wenn die Regressionsgerade nicht
mehr bringt als die konstante Vorhersage auf den
Mittelwert, wenn also die Regressionsgerade waa-
gerecht verlduft — oder anders formuliert: wenn X
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fir die lineare Vorhersage von Y nichts bringt.
(Weil es keinen dafiir nutzbaren linearen Zusam-
menhang zwischen X und Y gibt.)

Durch entsprechende spieltheoretische Rahmung
lasst sich 7 auch ganz anschaulich als MabB fiir
Fehlerkostenerspamis interpretieren und erlebbar
machen.

Beispiel: Die Schiiler erfassen durch Befragen
(oder Messen) vieler Probanden i in einer Urliste
deren GroBe x; und Gewicht y;, filhren damit eine
Regressionsrechnung durch und notieren sich als
Ergebnis die uiblichen Parameter
X, ¥,55,5% riy

sowie die Steigung @ und den Achsenabschnitt b
der Regressionsgeraden. Nach Zufall werden nun in
einem Wettspiel vom Spielleiter Probandennum-
mern i gezogen, und die Schiiler missen auf das
Gewicht y; des jeweiligen Probanden 7/ durch Anga-
be eines Vorhersagewertes wetten, wobei sie letzt-
lich einen Geldbetrag in Hohe der quadratischen
Differenz zwischen vorhergesagtem und tatsichli-
chem Gewicht zahlen miissen. (Beziehungsweise
zur besseren Motivation: sich ihr Gewinn um die-
sen Betrag mindert.) In Spielvariante 1 miissen sie
jeweils ohne Kenntnis der GroBe x; ihre Vorhersage
machen (also optimalerweise auf das Durch-
schnittsgewicht), in Spielvariante 2 wird ihnen je-
weils vor Wettabgabe die GréBe x; genannt, so dass
sic optimalerweise mithilfe der Regressionsglei-
chung ihre Vorhersagen festlegen. #° ist dann der
relative  durchschnittliche Verlustriickgang  (auf
lange Sicht) beim Ubergang von Spiclvariante 1
(Durchschnittsverlust s°y) zu Spielvariante 2. (Na-
tiirlich kénnte man die Frage nach diesem Verlust-
rickgang zusitzlich motivieren durch die Frage,

wieviel die Schiiler denn fiir die Nennung der Gro- -

Be x; jeweils zu zahlen bereit wiren.)

Selbstverstiandlich taucht auch bei diesem Unter-
richtsweg iiber das sofort interpretierbare und ohne
irgendwelche Bc:.grﬁndungslﬁcken eingefithrte Be-
stimmtheitsmaB 7 der Term

3 - 25,- )

auf ~ im wesentlichen also die Kovarianz -, und
zwar als Mittelglied bei der Auflésung der zu mi-
nimierenden Abweichungsquadratsumme

S4Q(a,b) =Y (ax, +b) - y,)?

i=l

mithilfe der 2. Binomischen Formel. Und selbstver-
standlich sieht hier der Schiiler dann auch, dass die

Kleinheit des Minimums dieser Funktion (und da-
mit letztlich die Vorhersageleistungsfihigkeit der
Regressionsgleichung) wesentlich von der GroBe
dieses Terms, also wesentlich von der GréBe der
Kovarianz, abhiingt. Dies sollte dieser Unterricht
auch durchaus betonen, vor allem mit Blick auf die
Bedeutung, die Produkte von Zufallsvariablen in
der weiteren Stochastik (jedenfalls der Kleinst-
Quadrate-Statistik) haben. Nur: Hier ist die Kovari-
anz ein abgeleiteter, niitzlich abkiirzender Begriff,
nicht aber der Grundbegriff.

Vergleichendes Fazit

Das Gesagte offenbart bereits die These: Zur Kor-
relation gelangt man im Unterricht tunlichst tiber
das BestimmtheitsmaB, nicht iiber die Kovarianz.
Dafiir sprechen neben den genannten noch zwei
weitere Griinde:

¢ Die - einzelne - Kovarianz ist ein notwendig
auf das Zwetdimensionale beschrinkter Begriff
und insofern grundsétzlich nicht auf mehr als
zwei Dimensionen erweiterbar. (Dies gilt
selbstverstindlich unbeschadet der Tatsache,
dass gerade in der multivariaten Statistik typi-
scherweise Varianz-Kovarianz-Matrizen - also
jeweils viele Kovarianzen — eine wichtige Rolle
spielen.) Demgegeniiber ist das Bestimmt-
heitsmaB — im Statistikerjargon das ,multiple
R*“- definiert auch fiir den Fall von mehr als
einer Priadiktorvariablen und damit ein sinn-
volles Zusammenhangs- oder ModellgiitemaB
nicht nur fiir die einfache Regressionsanalyse,
sondern auch fiir weitere Verfahren wie etwa
die multiple Regressionsanalyse, die nichtlinea-
re Regressionsanalyse, die Varianzanalyse und
die Kovarianzanalyse. Kurzum: Die Kovarianz
ist zumindest in diesem Sinne das Spezielle,
das BestimmtheitsmaB das Allgemeine. Schule
dient der Allgemein-, nicht der Spezialbildung.

o Das BestimmtheitsmaBl beruht letztlich — anders
als die Kovarianz - auf einem Modellvergleich,
ndmlich auf dem Vergleich des trivialen Vor-
hersagemodells (,,konstant der Mittelwert” oder
»Regressionsgerade durch den Schwerpunkt
mit Steigung null*) mit dem regressionsanalyti-
schen Modell (,linear abhingig vom X-Wert*
oder ,Regressionsgerade durch den Schwer-
punkt mit beliebiger Steigung*). Insofern Stati-
stik und Stochastik — wenn nicht gar Mathe-
matik und Wissenschaft iiberhaupt — wesentlich
das Arbeiten mit und in und das Vergleichen
von Modellen bedeuten — die Richtlinien und
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Lehrpline werden nicht miide, dies immer wie-
der als didaktische Leitfigur zu betonen -, er-
scheint der Weg iiber das Bestimmtheitsmal
giinstiger als der iiber die Kovarianz. Der Un-
terricht iber das auf deskriptivstatistischer
Ebene modellvergleichende BestimmtheitsmaB
mag dann vielleicht auch eine giinstige Vorbe-
reitung sein fiir die spaitere Begegnung mit dem
entsprechenden  inferenzstatistischen Modell-
vergleich in Form des F-Testes an der Hoch-
schule, dessen stringente mathematische Be-
griindung ndmlich nicht nur fiir Gymnasiasten,
sondern auch fiir Studenten nichtmathemati-
scher Fakultiten zu komplex sein diirfte.
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Hdéchst erstaunliche Graphen

f
HERMAN CALLAERT, DIEPENBEEK, BELGIEN

Uibersetzt aus Teaching Statistics, volume 22, number 1, 8. 25-27, von Nadine Warmuth, Konstanz

Zusammenfassung: Erzdhit wird eine warnende
Geschichte iiber schlechte Angewohnheiten in gra-
phischen Darstellungen.

Einfiihrung

Lernen, zumindest auf dem beschreibenden Niveau,
wie man die Information einer Graphik versteht,
sollte einfach sein. Tatsdchlich haben wir alle eine
Menge Erfahrung dadurch, daB wir im tiglichen
Leben einer Menge ,aufsehenerregender” Darstel-
lungen ausgesetzt sind. Dieser Artikel handelt von
einem Graphen, der einige schiechte Eigenschaften
hat. Er konnte als Beispiel dafiir dienen, die Stu-
denten darauf aufmerksam zu machen, kritisch auf
jede Datendarstellung zu schauen, der sie in zu-
kiinftiger Arbeit begegnen.

Ob einfach oder kompliziert, Graphen werden
iiberall gezeigt und einige sind weit entfernt von
einer optimalen Darstellung. Es ist hochst erstaun-
lich, wie viele neue graphische Darstellungen den
Regeln entsprechen, die in H. Wainers Aufsatz

(1994) formuliert sind (Anmerkung: Es wire klug,
erst den Titel des Aufsatzes zu lesen, bevor man
stolz ankiindigt, daB zumindest die eigenen Gra-
phen Wainers Regeln entsprechen). Studenten zu
lehren, kritisch auf Graphen zu schauen, wird ihnen
nicht nur bei der Interpretation, sondern auch bei
der Konstruktion von graphischen Darstellungen
helfen.

Ein faszinierender Graph

Arbeitskosten konnen von verschiedenen Perspek-
tiven her analysiert werden. Eine von vielen inter-
essierenden GréBen miBt den ,,Brutto-Verdienst.
Daten fiir diese Variable sind erhiltlich fiir Arbeiter
in der Industrie und sie werden zusammengefaBt in
einer Zahl pro Land der EU. Die Studie bezieht sich
auf 1993, was auch erklirt, warum der Verdienst in
EUR ausgedriickt wird. Es gibt 16 Datenpunkte, da
fiir den Zweck der Studie ,,alte” und , neue* Linder
in Deutschland als separate Objekte behandelt wer-
den. Der zugehérige Graph ist in Abbildung 1 ge-

zeigt.
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