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Zusammenfassung:

Es wird gezeigt, dass CARROLL’s scheinbar richtige
Losung eines seiner Wahrscheinlichkeitsprobleme
die Losung eines anderen Problem ist, das auf
sinnvollen Annahmen beruht. Die urspriinglichen
Annahmen sind in sich widerspriichlich und fiihren
zu paradoxen Ergebnissen.

Einleitung

Lewis Carroll (1832 — 1898) litt an Schlafproble-
men. Obwohl dies sicher eine unangenehme Sache
war, hatte es einen erfreulichen Nebeneffekt: die
schlaflosen Néchte fithrten zu einer Sammliung von
Problemen mit dem Titel: , Kopfkissenprobleme —
erdacht in schlaflosen Stunden“. Die Biirde der
Schlaflosigkeit tibertragt sich nun auf den Leser des
reizvollen Buches (CARROLL 1958, erstmals verof-
fentlicht 1895).

Insbesondere stort eines der Probleme unseren
Schiaf. In diesem Problem (Nr. 58) wird gefragt:

Drei Punkte einer unendlichen Ebene werden
zufallig ausgewdhlt. Finde die Wahrscheinlich-
keit, dass die Punkte die Eckpunkte eines
stumpfwinkligen Dreiecks sind. (CARROLL 1958,
S. 14)

Eine problematische Aufgaben-
stellung

Das stérende Element in der Formulierung des
Problems ist die zufdllige Auswahl von Punkten in
einer unendlichen Ebene. Das ist ein praktisch und
konzeptionell unmdogliches Verfahren. Die beiden
Voraussetzung von CARROLL, dass (1) der Stich-
probenraum seines Experimentes unendlich und (2)
die Verteilung gleichmiiBig ist sind einander wider-
sprechende Annahmen. Sie fithren frither oder spi-
ter zu paradoxen Ergebnissen (s. FALK; KONOLD
1992)

Dennoch scheint CARROLL’s Losung des Problems
des stumpfwinkligen Dreiecks fehlerlos zu sein.
WELLS (1992, S., 248-249) gab z.B. diese Lésung
ohne weitere Einwinde an:

Es kann vorausgesetzt werden, dass die Wahr-
scheinlichkeit, dass die 3 Punkte auf einer Geraden
liegen, praktisch Null ist. Es wird die ldngste Seite
des Dreiecks ausgewdhlt und mit AB bezeichnet.

Auf der Seite von AB, auf der das Dreieck liegt,
wird der Halbkreis AFB gezeichnet. Um die Punkte
A und B werden dann die Kreisbogen BDC und
AEC und mit dem Radius AB gezeichnet, die sich
im Punkt C schneiden. Es ist dann klar, dass der
Eckpunkt des Dreiecks nicht auflerhalb der Figur
ABDCE liegen kann. Liegt er weiterhin im Innern
des Halbkreises, ist das Dreieck stumpfwinklig,
liegt er auferhalb, ist es spitzwinklig. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Punkt auf den Rand des
Halbkreises liegt, ist praktisch Null.

Deshalb ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit =
Fldcheninhalt des Halbkreises

Fldcheninhalt der Figur ABDCE

Ist AB = 2a, so betrdgt der Fldcheninhalt des Halb-
kreises é ma’ und der Fldcheninhalt der Figur

ABDCE = 2 x Sektor ABDC — Dreieck ABC
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Also ist die Wahrscheinlichkeit
4

- _ 2 3 (CARROLL 1958, S. 83)
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Die Rechnung ergibt als Wert fiir die Wahrschein-
lichkeit 0,6394.
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Ein genauerer Blick auf CARROLL’s Losung zeigt,
dass er in der Tat die Gleichm#Bigkeit verwendet
hat. Er setze jedoch nur voraus, dass dies fiir das
Innere der Fliche gilt, die durch die Figur ABDCE
begrenzt wird. Der berechnete Wert von etwa 0,64
ist die richtige Antwort auf eine andere Frage. Das
korrekte Problem fiir CARROLL’s Losung lautet:

Es seien zwei beliebige Punkte A und B gegeben.
Es wird ein Dreieck konstruiert, indem ein drit-
ter Punkt zufillig aus dem Gebiet ausgewdhlt
wird, fiir das AB die ldngste Seite des Dreiecks
ist. Wir grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass
das Dreieck stumpfwinklig ist?

Der Fehler in der urspriinglichen Formulierung des
Problems, bei dem drei Punkte zufillig in einer
unendlichen Ebene gewihlt werden sollen, liegt
darin, dass die Existenz eines so gebildeten Drei-
ecks als selbstverstindlich angenommen wird. Die-
ser Ausgangspunkt ist zunichst nicht einmal frag-
wiirdig. Die Widerspriichlichkeit der Grundannah-
me kann aber durch eine nachtrigliche Analyse und
numerische Berechnungen offensichtlich gemacht
werden.

Herleitung eines Widerspruchs

Die Fehlerhaftigkeit der Voraussetzungen von CAR-
ROLL wird besonders deutlich, wenn verschiedene
Losungen derselben Aufgabe aus den gleichen An-
nahmen abgeleitet werden konnen.

CARROLL folgend setzen wir nun voraus, dass jene
besagten drei Punkte ausgewihlt wurden und ein
Dreieck bilden. Es sei AB eine Seite des Dreiecks.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kdnnen wir
nur die obere Seite der Ebene (oberhalb der Gera-
den /) als Stichprobenraum fiir die zufillige Aus-
wahl des dritten Punktes betrachten.

Durch die Wahl des dritten Punktes wird ein
stumpfwinkliges Dreieck gebildet, wenn entweder
der Winkel ACB oder der Winkel CAB oder der
Winkel CBA stumpfwinklig sind. Diese drei Ereig-
nisse schlieBen sich paarweise gegenseitig aus, so
dass wir nur ihre einzelnen Wahrscheinlichkeiten
addieren miissen um die gesuchte Wahrscheinlich-
keit zu finden. Wir halten weiter an der Vorausset-
zung der GleichmiBigkeit beziiglich der unendliche
Ebene fest. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Win-
kel ACB stumpf ist, kann vernachléssigt werden, da
dies dann der Fall ist, wenn der Punkt im Innern des
Halbkreises iiber AB liegt und die Flidche des Halb-
kreises ist vernachldssigbar klein beziiglich der
unendlichen Fliache des Stichprobenraumes. Es ist

jedenfalls P(LCAB > 90°) = % weil ZCAB

stumpf ist, wenn C links von der Linie a liegt. Ge-

nauso kann man zeigen, dass P(LCBA > 90°) = %,

weil dies die Wahrscheinlichkeit ist, dass der Punkt |
C auf der rechten Seite der Linie b liegt.
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Als Ergebnis ergibt sich P(stumpfwinkliges Drei-
eck) = —;- +§ = 1 im Gegensatz zu obigen Resultat

von 0,64.

Erginzend ist festzustellen, dass die Ermittlung des
Ergebnisse p = 1 unsinnig erscheinen mag. Dies ist
aber eine Konsequenz aus den unsinnigen Annah-
men. Zweifellos kénnen noch viele weitere wider-
spriichliche Folgerungen aus der vorausgesetzten
zufilligen Auswahl eines Punktes aus einem unbe-
grenzten Gebiet gezogen werden. Beispielsweise
wies der Gutachter dieses Artikels daraufhin, dass

infolge der Symmetrie aus P(LCAB > 90°) = -g

folgt, dass dies auch fiir die anderen zwei Winkel
gelten muss und damit die gesuchte Wahrschein-
lichkeit 1,5 betragen wiirde.

Die Ableitung verschiedenen Ldsungen aus dem-
selben Wahrscheinlichkeitsproblem erinnert an das
BERTRANDsche Paradoxon (SZEKELY, 1986, S. 46).
Dort wurden verschiedene Wahrscheinlichkeiten
beziiglich eine Frage zur zufilligen Auswahl eine
Sehne in einem gegebenen Kreis gefunden, indem
man verschiedene Methoden zur Auswahl der Seh-
ne anwendete. BERTAND’s Forderung der zufilligen
Auswahl einer Sehne, wobei die Wahrscheinlich-
keit der Auswahl fiir alle Sehen gleich sein soll,
bestimmt kein eindeutiges Verfahren, sondern kann
auf verschiedene Weisen durchgefiihrt werden.
Jede dieser Auswahlmethoden ist genau definierbar
und fiihrt zu verschiedenen Losungen des Sehnen-
problems.

Im Unterschied dazu ergeben sich im Problem von
CARROLL die oben gewonnenen unterschiedlichen
Resultate aus der Vorschrift einer zufilligen Aus-
wahl von drei Punkten in einer Ebene., Obwohl dies
durchaus durchfiihrbar erscheint, ist es doch un-
moéglich zu erfiillen.
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Lésungsversuche

Wie konnte man nun die Wahrscheinlichkeit fiir die
zufillige Wahl eines stumpfwinkligen Dreiecks
ermitteln? Wie betrachten anstelle einer unendli-
chen Ebene eine gleichmiBige Verteilung auf ei-
nem sehr groBen Quadrat mit der Seitenldnge n.
Eine einfache Uberlegung zeigt, dass die Losung
nicht von der GréBe der Fliche abhingen kann,
sondern nur von ihrer Form, d.h. in Fall des Quad-
rates kann n = 1 gewihlt werden. Die Seitenldnge
des Quadrates kann beliebig groB werden, ohne
dass sich die Wahrscheinlichkeit #ndert. Dies
kommt wahrscheinlich CARROLL’s Intensionen am
‘néchsten.

Eine analytische Losung ist sehr schwer zu gewin-
nen. Es ist einfacher, eine Computersimulation
durchzufithren. Der Computer wihle zufillig aus
dem Intervall [0; 1] Werte der ZufallsgroBen X,
X5, X3, Y1, Y2, Y3 aus, die dann voneinander unab-
héngig und gleichmiBig iiber [0; 1] verteilt sind.
Mit thnen werden die drei Punkte (X1, Y1), (X;, Y3,)
und (X3,Y3) erzeugt. Diese sind dann zufillig aus-
gewihlte Punkte des Einheitsquadrates. Es seien
L, L; und L; die Lingen der drei Seiten, des durch
die Punkte gebildeten Dreiecks. Es sei

Z_{lwenan +L3 <12 oder>+ 13 <12 oderLy +12 <12

0 ansonsten

Man kann sich leicht iiberzeugen, dass Z =1 genau
dann gilt, wenn das Dreieck stumpfwinklig ist.

Wir fiihrten 10° Simulationen durch. Der Anteil der
dabei erhaltenen stumpfwinkligen Dreiecke betrug
0,7249 mit einem Standardfehler von 0,00045. Der

ermittelte Wert ist also etwas groBer als der Wert

0,6394 von CARROLL.

Wir fiihrten weiterhin &hnliche Simulationen (je-
weils 10° mal) mit verschiedenen anderen geomet-
rische Figuren durch, wie z.B. Kreis, gleichseitiges
Dreieck und Rechteck, dessen Seitenlingen im
Verhiltnis 1 : k stehen, wobei k von 2 in Schritten
zu 3 bis 20 lief. Wenn man die GroBe die Flichen
hinreichend ausdehnt. iiberdecken sie jedes gege-
ben Dreieck in einer Ebene.

Die Tabelle 1 fasst die gefundenen Ergebnisse zu-
sammen. Man sieht, dass die Form der betrachteten
Fliche die GroBe der (geschitzten) Wahrschein-
lichkeit, ein stumpfwinkliger Dreieck zu erhalten in
hohem MabBe beeinflusst. Fiir Rechtecke mit einem
Seitenverhiltnis von 1 : 20 ist die Wahrscheinlich-
keit praktisch 1. In alle Fillen ist die Wahrschein-
lichkeit groBer als CARROLL’s Losung.

Fliache Wahrscheinlich-  Standard-
keitsschitzung fehler

Quadrat 0,7249 0,00045

Kreis 0,7201 0,00045

gleichseitiges

Dreieck 0,7484 0,00043

Rechteck 1 : k
k=2 0,7987 0,00040
k=5 0,9324 0,00025
k=8 0,9660 0,00018
k=11 0,9795 0,00014
k=14 0,9861 0,00012
k=17 0,9899 0,00010
k=20 0,9924 0,00009

Tabelle 1

Schlussfolgerungen

Die didaktische Konsequenz aus dieser Klasse von
Problemen zur geometrischen Wahrscheinlichkeit
sehen wir in einer erhdhten Aufmerksambkeit bei der
Untersuchung der Voraussetzungen stochastischer
Probleme. Mehrdeutige oder nicht ausgewiesene
Bedingungen des Problems, auf die sich der Loser
oft unbewusst stiitzt, haben schon oft zu Schwie-
rigkeiten und widerspriichlichen Schlussfolgerung
in stochastischen Uberlegungen gefiihrt. Im Fall
von CARROLL’s Kopfkissenproblem Nr. 58 sind die
Voraussetzungen nicht einmal implizit gegeben,
sondern werden zu Beginn offen genannt. Man
sollte trotzdem nicht versdumen, wie der Autor und
wahrscheinlich viele Leser diese Bedingungen auf
ihre Haltbarkeit zu untersuchen.

Schlussbemerkungen

Nach Abschluss der Simulationen wies uns Dr.
Uwe Saint-Mont Dankbarerweise auf die Existenz
analytischer Losungen der Probleme hin. Der Fall
der zufilligen Auswahl von Punkten eines Recht-
ecks mit verschiedenen Seitenverhiltnissen wurde
durch E. Langford in dem Artikel ,,The probability
that a random triangle is obtuse® in Biometrika 56
(1969) S. 689-690 analysiert. Den Fall der zufilli-
gen Auswahl von Punkten eines Kreises untersuch-
te G. R. Hall in dem Artikel ,,Acute triangles in the
n-ball® in Journal of Applied Probability 19 (1982)
712-715. Unsere Simulationsergebnisse unterschei-
den sich nur sehr wenig von den analytischen Er-
gebnissen, sie stimmen bis zu 3. Dezimale iiberein.
Obwohl die analytischen Losungen eine Simulation
zu eriibrigen scheinen, liegt der Wert der Simulati-
on in der Veranschaulichungen der Durchfiihrbar-
keit des Zufallsexperimentes der zufdlligen Aus-
wahl von Punkten aus einem begrenzten Gebiet im
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Unterschied zur
ROLL’schen Vorgehensweise.
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