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Zusammenfassung: Dieser Artikel behandelt den
Korrelations-Koeffizienten beim Miinzen-Werfen
mit einem Ergebnis, das der Intuition zuwider lduft.

1 Einleitung

Eine Laplace-Miinze werde X-mal geworfen. Fiir
den Augenblick betrachten wir X als konstant. H
und 7 bezeichnen die absolute Haufigkeit fiir Kopf
resp. fir Zahl (= die andere Seite der Miinze). Der
Korrelations-K oeffizient zwischen T und H ist =
-1,daT=X-H.

Angenommen, die Miinze wurde M-mal geworfen,
und X-mal erschien Kopf. Nun werfen wir noch-
mals X-mal. Jetzt ist X natiirlich eine Zufallsvariab-
le. Mit H und T bezeichnen wir wieder die Ausfille
Kopf resp. Zahl. Wenn wir Schiiler nach der Grofie
des jetzigen Korrelations-Koeffizienten zwischen H
und T fragen, erhalten wir weit iiberwiegend die
Antwort —1. Das ist falsch.

Der folgende Beweis basiert auf der Anwendung
des ,,wiederholten Erwartungswertes“: Fiir beliebi-
ge Zufalls-Variablen Y und Z gilt E(Y) = E(E(Y\Z)).
Benutzt man dies, kann man leicht einsehen, dass
gilt:

E(H) =E(E(H|X))=EX/2)=M/4
E(T) =EE(T|X)=EX/2)= M4
E(H) =E(EH? | X)) = EX/4 + X/4)

= M/8 + (M/4 + M/4)/4

=3M/16 + M6 .
Analog ergibt sich E(T%) = 3M/16 + M*/16 .
Daraus folgt

Var(H) = E(H) — (E(H)* = 3M/16 ,
und natiirlich ebenso Var(7) = 3M/16 .

Weiter rechnen wir

E(HT) = E(E(HT|X))
= E(E(HX - H) | X))
= E(X*4 — X14 — X/4)
= E(X*/4 — X/4)
= (M/4 + M14)/14 — MI8
=_M/16 + MY16

und erhalten

Cov(H,T) = E(HT)— E(H)E(T)
~M/16 + M*16 — M*/16

=-M/16.

Damit ergibt sich als Zahlenwert fiir den Korrelati-
ons-Koeffizient — wir bezeichnen ihn mit p — zwi-
schen Hund T

p = (-MI6)[BMIN6)3M/N16)]>° =-1/3 (1)

Dieses Resultat ist iiberraschend, da p nicht von M
abhiingt.

Wir registrieren, dass der Korrelations-Koeffizient
von urspriinglich —1 auf nunmehr —-1/3 angewach-
sen ist. Ursache ist, dass X nicht mehr konstant,
sondern eben eine Zufallsvariable ist, also eine
binomial-verteilte Variable mit den Parametern
(M, %)

Dieses Ergebnis fordert die Frage heraus, ob es
moglich ist, eine nicht-negative ganzzahlige Zu-
fallsvariable X derart zu finden, dass unter sonst
gleichen Bedingungen wie oben erreicht werden
kann, dass der Korrelations-Koeffizient zwischen H
und (X — H) positiv wird?

Uberraschender Weise ist dies moglich, wie wir
jetzt zeigen werden.

Es ldsst sich sogar der Extremfall mit einem Korre-
lations-Koeffizienten von +1 konstruieren.

2 Beweis

Es sei X eine nicht-negative ganzzahlige Zufalls-
Variable mit Mittelwert x und Varianz ¢°. Die Ar-
gumentation ist analog dem oben Dargelegten:

E(H) = E(E(H | X)) = E(X/2) = w2
E(X—H) =ul2
Var(H) = E(E(H | X)) - /4
= E(X/4 + X°/4) — 1?14
= uld + (> + )4 — 114
=(u+d’)/4
Var(X—H) = (u+d)/4

Cov(H, X - H) = E(E(H(X - H) | X)) - 4’/4
E(X*12 — X4 — X*/4) — 1?4
= (W’ + *)4 - uld — /4
= (0" - w4,
also p(H, X — H) = (¢* — p)l(6” + 1) .
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Daraus folgt unmittelbar:

(i) Ist.X eine Konstante, gilt o> =0 und p =—1.
(ii) Wenn ¢* —u > 0, folgt p > 0.

Fir den oben diskutierten Fall bestitigt sich 4 =
M/2, 6* = M/4 (vgl. (1)) und deshalb

p = (M/4 — MI2Y(MI4 + MI2) =—1/3 .

Fiir die diskrete Laplace-Variable X mit P(X = i) =
1/Nfiri=1,2, ..., Nlautet dic Rechnung so:

U =EX)=WN+1)2
o = Var(X) =(V* - 1)/12
p(H, X - H) =[(N*- 1)12 - (N + D2V
(N = 1)/12+ (N + 1)2]
=(N-TIN+5)

Ergebnis:
(i) Ist N=1 (Xalsoeine Konstante, d.h. X=1),
folgt p =-1.

(i) IstN=7, folgtp=0.
(iii) Ist N>7, folgt p > 0, und p nihert sich fiir
wachsende N asymptotisch der 1.
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Laplace-Miinzen sind ein stochastisches Standard-Instrument, auch und gerade in der Schule. Dank des Ein-
fallsreichtums der Miinz-Prigeanstalten in den letzten Jahren sind die Fragestellungen und Auswertungs-

moglichkeiten gestiegen. Zwei Beispiele:

1. Ungarn gab im Jahre 2000 zwei Miinzen im Nennwert von 2000 Forint heraus, die jeweils aus zwei Halb-

kreis-Segmenten bestehen (KM #747, KM #748).

2. Western Samoa hatte 1997 die Idee, drei Gold-Miinzen mit dem jeweiligen Nennwert 5 Tala zu kreieren
in einer Form analog der bei unseren Jugendlichen so beliebten Freundschafis-Anhinger, bestechend aus
zwei Teilen mit ,,wilder* Trennlinie (KM #115, KM #116, KM #117). Wohl in Absprache brachte die im
stidwestlichen Pazifischen Ozean gelegene Republik Kiribati zeitgleich ebenfalls drei in den ,,Halften”
umrissgleiche je 5 (Silber-)Doliars auf den Markt (KM #22, KM #23, KM #24). Ein Miinz-Motiv ist u.a.
das Sonnensystem. — Im Internet fand ich diese $500-Miinze aus dem Jahre 2000 (noch ohne KM-
Nummer) mit der selben Durchriss-Linie. (Diese Miinze ist nicht unter US$ 2500,-- erhéltlich.) Hier die

Vorder- und Riickseite:

Sind dies (= xDaumen) Laplace-Miinz-Hilften?
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