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Wie man das Verstandnis von Wahrscheinlichkeiten verbes-
sern kann: Das ,,Haufigkeitskonzept”

STEFAN KRAUSS, MAX-PLANCK-INSTITUT FUR BILDUNGSFORSCHUNG

Zusammenfassung: Die Geschichte der Mathematik
hdlt zahlreiche Anekdoten bereit, in denen sich Ma-
thematiker durch scheinbar einfache Wahrschein-
lichkeitsaufgaben in die Irre fiihren lieffen. Mittler-
weile sind in der Stochastik eine Fiille von Aufgaben
bekannt, deren Ergebnisse sich besonders hartnd-
ckig der menschlichen Intuition widersetzen. Psy-
chologen untersuchen Aufgaben dieser Art im Rah-
men der Forschung zu “kognitiven Tduschungen”.
Eine kognitive Tduschung liegt vor, wenn die
menschliche Intuition stark und systematisch von
einem normativ korrekten Ergebnis abweicht. Sol-
che Tduschungen sind besonders im Bereich der be-
dingten Wahrscheinlichkeiten und des Satzes von
Bayes bekannt. Die aktuelle kognitionspsychologi-
sche Forschung hat nun einen Weg gefunden, wie
man die beim Satz von Bayes oftmals auftauchenden
Widerspriiche zwischen Intuition und richtiger Lo-
sung , reparieren” und so zu einem echten Ver-
stdandnis des Konzepts der bedingten Wahrschein-
lichkeiten gelangen kann. Dieses Verfahren findet
derzeit bereits in der Medizin und in der Rechtspre-
chung — wo oftmals unter Unsicherheit ,, Bayesiani-
sche” Entscheidungen getroffen werden miissen —
viel Aufmerksamkeit. Der vorliegende Beitrag stellt
dieses Verfahren vor und zeigt, welche Bedeutung es
auch fiir die Didaktik der Stochastik haben kann.
Der Ideen des Aufsatzes erschienen bereits in ,, PM*“
(Wassner, Krauss, Martignon, 2002) und im Ta-
gungsband des AK Stochastik (Krauss, 2001).

Die Geburt der Wahrscheinlichkeitstheorie wird
gewohnlich auf einen Briefwechsel zwischen Pascal
und Fermat aus dem Jahre 1654 datiert. Die beiden
Mathematiker beschéftigten sich mit zwei Proble-
men, die der Chevalier de Méré zur Diskussion ge-
stellt hatte. Obwohl beide die Probleme 16sten, war
de Méré unzufrieden mit den Losungen; aber nicht
deshalb, weil sie zu anspruchsvolle Mathematik be-
inhalteten, sondern einfach, weil sie seiner Intuition
widersprachen (sieche z.B. Barth & Haller, 1996, S.
72). Aufgaben, deren richtige Losungen sich dem
gesunden  Menschenverstand  entgegenzusetzen
schienen, wurden in der Folgezeit Paradoxa ge-
nannt (siche z.B. Falk, 1992, S. 210; einen umfas-
senden Uberblick iiber den Begriff des ,,probabilisti-
schen Paradox” gibt Winter, 1992). Abraham de
Moivré, ebenfalls einer der Erfinder der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, fasst die anfdnglichen

Schwierigkeiten bei der mathematischen Zihmung
des Zufalls zusammen: ,,Manche Probleme, die der
Zufall aufwirft, erscheinen uns zunichst sehr ein-
fach; man glaubt, sie wéren mit etwas gesundem
Menschenverstand recht bald zu 16sen. Aber das er-
weist sich leider allzu oft als falsch, und die Fehler,
die wir so begehen, sind nicht selten.” (in Kramer,
1995, S. 159).

Doch schon ein Jahrhundert spiter — zur Zeiten der
Aufklérung — glaubten die Mathematiker und Philo-
sophen, dass diese Anfangsschwierigkeiten behoben
seien. Sie kamen zur Uberzeugung, dass die mathe-
matische  Wahrscheinlichkeitsrechnung und das
menschliche Wahrscheinlichkeitsdenken nur zwei
OLaplace z.B. identifizierte das menschliche Denken
nicht etwa als Opfer, sondern geradezu als ,Killer”
probabilistischer Paradoxa. In seinem ,,Philosophi-
schen Versuch iiber die Wahrscheinlichkeit” (1932,
S. 123; original 1814) schrieb er: ,,Der Verstand ist
ebenso Tauschungen ausgesetzt wie der Gesichts-
sinn, und wie der Tastsinn die Tduschungen des
letzteren berichtigt, ebenso berichtigen das Denken
und die Rechnung die Tduschungen des ersteren”.
Uberlegungen dieser Art lieBen ihn sogar folgenden
Zusammenhang zwischen menschlichen Denkvor-
gingen und der Wahrscheinlichkeitsrechnung ver-
muten: , Wahrscheinlichkeitstheorie ist im Grunde
nichts anderes als gesunder Menschenverstand, zu-
sammengefasst in einem Kalkiil.” (siehe z.B. Gige-
renzer & Hoffrage, 1995, S. 684). Jacob Bernoulli
brachte um 1736 eine &hnliche Haltung in einem
Brief an Wilhelm Gottfried Leibniz zum Ausdruck,
in dem er iiber ein wichtiges Gesetz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung philosophierte: ,,Das Gesetz
der groBen Zahlen ist eine Regel, die selbst der
dimmste Mensch per se aus einer Art Naturinstinkt
heraus weif}, und nicht aus einer vorausgegangenen
Erklérung.” (Fiir eine ausfiihrliche Diskussion dieser
Aussage siche Sedlmeier & Gigerenzer, 2000).

Obwohl die Betrachtung probabilistischer Paradoxa
bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts Mathematikern
vorbehalten war, kristallisierten sich bereits deutlich
genuin psychologische Fragestellungen heraus: Es
ging um ,Intuition”, um ,Naturinstinkt” und um
»gesunden Menschenverstand”. Als Mitte des 19.
Jahrhunderts die empirische Erforschung des
menschlichen Denkens von Seiten der Psychologen
einsetzte, war man anfangs weiterhin davon tiber-
zeugt, dass die Gesetze der Wahrscheinlichkeits-
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rechnung und der Logik' auch die Gesetze des
menschlichen Denkens sind. Beziiglich der Logik
z.B. kamen Bérbel Inhelder und Jean Piaget noch
1956 zu dem Ergebnis, dass ,,schlieBendes Denken
nichts anderes als die mathematische Logik selbst”
ist. Doch diese empirische Fortsetzung einer aufge-
klarten Auffassung der menschlichen Urteilsfahig-
keit wihrte nur kurz.

Die folgende Kehrtwende wurde insbesondere durch
das Werk von Daniel Kahneman und Amos Tversky
eingeleitet. In ihrem Buch ,,Judgement under uncer-
tainty. Heuristics and biases” (1982) stellten die
beiden Psychologen eine Fiille von Aufgaben —
meist probabilistischer oder logischer Natur — vor,
bei denen das menschliche Urteil systematisch von
der richtigen Losung abweicht. Kahneman und
Tversky formulierten ihr Forschungscredo bereits
1973: ,,Wenn Menschen Voraussagen und Urteile
unter Unsicherheit treffen, scheinen sie nicht den
Kalkiilen der Wahrscheinlichkeitsrechnung oder sta-
tistischen Theorien der Vorhersage zu folgen. Statt-
dessen verlassen sie sich auf eine begrenzte Menge
von Heuristiken, die manchmal befriedigende Urtei-
le hervorbringen, manchmal aber zu schweren und
systematischen Fehlern fiihren.” In den folgenden
Jahrzehnten dominierte diese Uberzeugung die For-
schung zum ,,Urteilen unter Unsicherheit”. Der ita-
lienische Physiker Massimo Piattelli-Palmarini, der
sich ebenfalls der Untersuchung kognitiver Tau-
schungen zugewandt hatte, bekréftigte 1991: ,,Wir
sind eine Spezies, die offensichtlich wahrschein-
lichkeitsblind ist, und zwar vom einfachen Haus-
meister bis zum Chefchirurgen ... Wir sollten nicht
abwarten, bis Tversky und Kahneman den Nobel-
preis erhalten’, sondern endlich mit unserer Befrei-
ung von diesen kognitiven Illusionen beginnen.”
Und Stephen J. Gould schreibt 1992: , Tversky und
Kahneman argumentieren — korrekterweise, wie ich
denke —, dass unser Verstand (aus welchem Grund
auch immer) nicht dafiir gebaut ist, nach den Regeln
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu arbeiten.”

Doch auch damit war das letzte Wort noch nicht ge-
sprochen. Die neuerliche Kehrtwende, die den Men-
schen und seine Féhigkeit, unsichere Information zu
verarbeiten, wieder in ein besseres Licht riickte, ge-
schah erst vor wenigen Jahren. Die Psychologen
Gerd Gigerenzer und Ulrich Hoffrage (1995) warfen
einen genaueren Blick auf die von Tversky und
Kahneman verwendeten Aufgaben zum Umgang mit

! Untersucht wurde vor allem die Aussagenlogik, die als eine Ein-
schrankung der Wahrscheinlichkeitstheorie auf die Werte 0 und 1 ange-
sehen werden kann.

? Dies ist mittlerweile tatsichlich geschehen: Daniel Kahneman erhielt
im Oktober 2002 den Nobelpreis fiir Okonomie fiir seine Forschungen
zum menschlichen Entscheidungsverhalten.

Unsicherheit. Eine der Aufgaben, die z.B. untersu-
chen sollte, ob Menschen von Natur aus ,,Bayesia-
ner” sind, ist die folgende (Eddy, 1982):

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine symptomfreie
Frau einer gewissen Altersgruppe Brustkrebs hat,
betrigt 1%. Die Wahrscheinlichkeit, dass diese
Krankheit mit einer Mammografie erkannt wird, ist
laut Literatur 80%. Die Wahrscheinlichkeit, dass
die Krankheit mit einer Mammografie irrtiimlich di-
agnostiziert wird, obwohl sie gar nicht vorliegt, ist
9,6%. Wenn nun eine symptomfreie Frau dieser Al-
tersgruppe bei einer Routineuntersuchung einen po-
sitiven Mammografiebefund erhdlt, wie grof3 ist
dann die Wahrscheinlichkeit, dass bei ihr tatsdch-
lich Brustkrebs vorliegt?

Bezeichnen wir das Ereignis ,,Brustkrebs” mit B und
einen positiven Mammografiebefund mit M., ergibt
sich die richtige Antwort mit Hilfe des Satzes von
Bayes wie folgt:

P(B|M.)= PE)PM.|B)
P(B)-P(M, | B) + P(B)- P(M, | B)

___o0108
0,01-0,8+ 0,99-0,096

7,8%

Die Wahrscheinlichkeit ist also nur ca. 7,8%, dass
diese Frau tatsdchlich Brustkrebs hat. Eddy berich-
tet, dass 95 von 100 Arzten, denen er diese Aufgabe
stellte, groBe Probleme hatten: Die Schiatzwerte die-
ser 95 Arzte lagen zwischen 70% und 80% statt bei
7,8%. Auch in der Didaktik der Mathematik ist die
Einschétzung eines Krankheitsrisikos nach einem
medizinischen Testergebnis eine beliebte Aufgabe
zur Illustration von Verstdndnisproblemen beim
Satz von Bayes (bei Strick, 2000, soll z.B. ebenfalls
Brustkrebs aufgrund eines Mammografieergebnisses
diagnostiziert werden).

Gigerenzer und Hoffrage (1995) stellten fest, dass
die kommunizierte Unsicherheit — wie auch in allen
anderen verwendeten Aufgaben dieses Forschungs-
programms — in Prozentwerten oder in Wahrschein-
lichkeiten ausgedriickt war, also so, wie wir es auch
aus iblichen Stochastiklehrbiichern kennen. Sie
fragten: Kann man aus dem menschlichen Unver-
mogen, solche Wahrscheinlichkeitsaufgaben zu 16-
sen, schlieBen, dass Menschen grundsitzlich keine
mentalen Algorithmen fiir das Urteilen unter Unsi-
cherheit haben? Gigerenzer und Hoffrage gaben zu
bedenken, dass die Frage nach der Qualitit eines
mentalen Algorithmus nicht von der Art und Weise
der Représentation der Informationen getrennt wer-
den kann: Algorithmen verarbeiten Information, und




Information braucht Reprisentation. Folgendes Bei-
spiel kann diesen Gedankengang illustrieren:

Ein Taschenrechner ist eingestellt auf Zahlen im
Dezimalsystem. Wiirde man ihm Zahlen im Dual-
system eingeben, wiirde er nur unsinnige Ergebnisse
liefern. Daraus kann man aber noch lange nicht
schlieBen, dass der Taschenrechner keinen Algo-
rithmus zum Addieren hat. Gibt man dem Taschen-
rechner das richtige Reprdsentationsformat ein,
ndmlich Zahlen im Dezimalsystem, ist er zu erstaun-
lichen Leistungen fahig.

Gibt es ein Reprisentationsformat fiir Unsicherheit,
auf das das menschliche Denken natiirlicherweise
eingestellt ist? Fest steht, dass Wahrscheinlichkeiten
und Prozente nirgendwo in der Umwelt wahrge-
nommen werden konnen und somit bei ,,natiirli-
chen” menschlichen Denkvorgéngen kaum verarbei-
tet werden. Welche weiteren Moglichkeiten gibt es,
um Unsicherheit darzustellen? Fiir stochastische In-
formationen gibt es die folgenden numerischen Rep-
risentationsformate’:

Numerische Reprisentationsfor- Beispiel
mate von Unsicherheit

Prozente 40%
Dezimalzahlen 0,4
Briiche (relative Haufigkeiten) %
absolute Héaufigkeiten 4 von 10
Chancen - Verhiltnisse 4:6

Welches dieser Reprisentationsformate ist nun am
besten menschlichen Denkvorgéngen angepasst?
Nach psychologischen Theorien iiber Gedichtnis
und Aufmerksamkeit gehdren absolute Haufigkeiten
zu den wenigen Informationen, die automatisch re-
gistriert werden, d.h. ohne bewusste Intention und
ohne Interferenz mit anderen kognitiven Prozessen
(Hasher & Zacks, 1984). Demzufolge liegt es nahe,
die von Eddy gestellte Aufgabe in absoluten Hau-
figkeiten darzustellen. Die Aufgabe lautet dann
(Gigerenzer & Hoffrage, 1995):

Von je 1000 Frauen einer gewissen Altersgrup-
pe haben 10 Brustkrebs. Von diesen 10 Frauen,
die Brustkrebs haben, erhalten 8§ einen positiven
Mammografiebefund. Von den 990 restlichen
Frauen, die keinen Brustkrebs haben, erhalten

Nicht-numerische Représentationsformate von Unsicherheit sind zum
Beispiel verbale Aussagen wie ,,sehr sicher oder ,,cher unwahrschein-
lich*.

dennoch 95 einen positiven Mammografiebe-
fund. Stellen Sie sich eine Anzahl von Frauen
dieser Altersgruppe vor, die einen positiven
Mammografiebefund erhalten haben. Wieviele
dieser Frauen sind tatsidchlich an Brustkrebs er-
krankt?

In einer empirischen Untersuchung gaben nun we-
sentlich mehr, namlich fast die Halfte (46%) der
Arzte, die richtige Antwort: 8 von 103 (= 7,8%).
Gigerenzer und Hoffrage nennen dieses Informati-
onsformat ,,natural frequencies” (natiirliche Haufig-
keiten), weil in einer natiirlichen Umgebung durch
das Zéhlen von Fillen (,,natural sampling”) diese
Art von Information gewonnen werden kann. Das
Haufigkeitsformat macht die Logik des Bayesiani-
schen Schlusses auch fiir Menschen, die keine sto-
chastische Ausbildung genossen haben, verstind-
lich. Dariiber hinaus ist die Visualisierung in einem
LHaufigkeitsbaum” (siehe Abbildung ndchste Seite)
sehr intuitiv. Gigerenzer und Hoffrage (1995) stell-
ten dem Héufigkeitsbaum das in Schulbiichern ibli-
che Wahrscheinlichkeitsformat (links) gegeniiber:

Im Gegensatz zum Wahrscheinlichkeitsformat kann
man das Wesentliche der Aufgabe mit Hilfe des
Haufigkeitsbaums einfach verstehen®, denn man
sieht geradezu: Obwohl die Krankheit bei relativ
vielen der tatsdchlich kranken Frauen mit der
Mammografie auch erkannt wird (bei 8 von 10) und
nur bei relativ wenigen der gesunden Frauen falsch-
lich diagnostiziert wird (bei 95 von 990), gibt es
trotzdem viel mehr gesunde Frauen (95) als kranke
(8) mit positivem Mammografiebefund. Das liegt
ganz einfach daran, dass es grundsdtzlich (,,a-
priori”’) viel mehr Gesunde (990) als Kranke (10)
gibt. Der Widerspruch zwischen Mathematik und
Intuition wird also ,,repariert”, wenn man die proba-
bilistische Information in ein natiirliches Informati-
onsformat iibersetzt.

4 Strick (2000) visualisiert das Brustkrebsrisiko fiir eine Frau mit positi-
vem Mammographiebefund durch einen Baum, der mit Wahrscheinlich-
keiten besetzt ist. Dass diese Représentation dem Haufigkeitsbaum je-
doch unterlegen ist, zeigen Sedlmeier und Gigerenzer (2002) empirisch.
Fiir eine Umsetzung des Haufigkeitsbaumes in ein Computerlernpro-
gramm siehe Sedlmeier (2001).




Wahrscheinlichkeiten
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Warum ist diese Erkenntnis von Bedeutung? Da der
Satz von Bayes im Schulunterricht meist wenig Be-
achtung findet, ruft die intensive Beschéftigung mit
dieser Formel bei Mathematiklehrern oftmals Ver-
wunderung hervor. Diese Verwunderung hat jedoch
zwei Seiten: Hochschulstatistiker, die nicht mit der
Gymnasial-Stochastik vertraut sind, konnen ihrer-
seits nur schwer glauben, dass diese flir die Statistik
so wichtige Formel, die ja sogar einen eigenstdndi-
gen Statistikzweig begriindet, im schulischen Sto-
chastikunterricht kaum Beachtung findet. Auch im
Berufsalltag konnen Bayesianische Schliisse von
Bedeutung sein. Der Satz von Bayes erlaubt es,
Wahrscheinlichkeitseinschidtzungen von Hypothesen
zu korrigieren (,,updaten”), wenn neue Beobachtun-
gen (,,Daten”) verfiigbar werden. In vielen Berufen
ist genau diese Art von Umgang mit Unsicherheit
gefordert: Ein Arzt hat zum Beispiel seine Vorstel-
lung iiber den Gesundheitszustand eines Patienten
(Hypothese) ,,upzudaten”, wenn neue medizinische
Testergebnisse (Daten) vorliegen. Ein Richter muss
seine Einschitzung iiber die Schuld eines Angeklag-
ten (Hypothese) neu iiberdenken, wenn neue Indi-
zien (Daten) verfligbar sind.

Tatséchlich finden Gigerenzers und Hoffrages Er-
gebnisse bereits in der Medizin (Hoffrage & Gige-
renzer, 1998; Gigerenzer, Hoffrage & Ebert, 1998)
und in der Rechtsprechung (Krauss & Hertwig,
2000) Gehor. Experten (wie z.B. Arzte oder Richter)
kénnen durch die Darstellung (Bayesianischer)

Haufigkeiten

P(B | M+)
= 8
8+95
O

oo
\ OJ/O)
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Situationen im Héufigkeitsformat bei ihrer Urteils-
findung unterstiitzt werden. In England und Wales
wurde diese Empfehlung {ibrigens durch den Court
of Appeal bereits offiziell ausgesprochen: Kommu-
nikation von DNA-Evidenz solle vor Gericht nur
noch in ganzen Zahlen zugelassen werden, da die
komplizierten Wahrscheinlichkeiten von nieman-
dem verstanden wiirden (Redmayne, 1998).

Wie sieht es mit dem Satz von Bayes im Schulunter-
richt aus? Ist die Formel tatsdchlich Gegenstand des
Unterrichts, lassen sich Aufgaben wie die oben ge-
schilderte Mammografieaufgabe in fast jedem Sto-
chastikschulbuch finden, allerdings im Wahrschein-
lichkeitsformat. Setzt man alle Wahrscheinlichkei-
ten nun richtig in den Satz von Bayes ein, kommt
man zu dem Ergebnis, dass die gefragte Wahr-
scheinlichkeit {iberraschenderweise nur z.B. 7,8%
betrdgt. Ein solches der Intuition zuwiderlaufendes
Ergebnis einer Bayesianischen Aufgabe wird in
Schulbiichern meist mit Ausdriicken wie ,,erstaun-
lich” kommentiert (siche z.B. Lambacher &
Schweizer, LS Stochastik, 1988, S.97). Wir denken
aber, dass es Aufgabe des Schulunterrichts sein soll-
te, den Schiiler zu einer echten Einsicht zu fithren
und ihn nicht mit seiner Uberraschung alleine zu
lassen.

Der Satz von Bayes im Wahrscheinlichkeitsformat
verlangt einiges vom Schiiler. Es ist zu befiirchten
(und in der Praxis scheint genau das ein Problem zu
sein), dass der Lernende, der zum ersten Mal mit
derlei Denkweise konfrontiert ist, diese Abstrakti-




onsleistung nicht bewdltigt. Dass die mit dieser
Formel errechneten Ergebnisse sich einer naiven In-
tuition entziehen und ,iberraschend” wirken kon-
nen, scheint nicht verwunderlich. Nach einer gewis-
sen Ubung mit derlei Aufgaben vermdgen Schiiler
zwar gegebene Wahrscheinlichkeiten routinehaft in
die auswendig gelernte Formel einzusetzen und me-
chanisch das richtige Ergebnis zu berechnen, warum
die Wahrscheinlichkeit fiir die Krankheit nach ei-
nem positiven Test aber nur 7,8% betragt, bleibt
weiterhin im Dunkeln.

Dass auch der Einsatz von Baumdiagrammen, die
mit Wahrscheinlichkeiten belegt sind (z.B. Strick,
2000), keinen entscheidenden Fortschritt in Rich-
tung Verstdndnis bedeutet, wird in Sedlmeier und
Gigerenzer (2002) empirisch nachgewiesen. Auch
die meisten anderen bisher unternommenen Versu-
che, die Intuition beim Satz von Bayes zu fordern,
siche z.B. Bea (1995), Tomlinson und Quinn (1997)
oder Strick (1999), geben zwar Empfehlungen fiir
eine Visualisierung, bleiben jedoch immer beim
problematischen Wahrscheinlichkeitsformat.

Bisher didaktisch kaum beachtet wurde, dass eben
nicht nur die Reprisentation der algorithmisch-
strukturellen Eigenschaften, sondern auch die Rep-
rdsentation der gegebenen Information eine ent-
scheidende Rolle bei der kognitiven Verarbeitung
spielt. Das von uns vorgeschlagene Héufigkeitskon-
zept zur Forderung des Verstidndnisses des Satzes
von Bayes beriicksichtigt dies. Folgende weitere
Argumente zur Verwendung unserer didaktischen
Idee finden sich in Wassner, Krauss und Martignon
(2002):

1 Natiirlichkeitsargument

In der Natur beobachten wir Mengen von Entitéten.
Um zu Wahrscheinlichkeitsurteilen zu kommen,
zdhlen (oder schétzen) wir die Méchtigkeiten dieser
Mengen. Zur Bestimmung von bedingten Wabhr-
scheinlichkeiten betrachten wir deren Teilmengen
und fiir ,,Bayesianische” Fragen schlielich haben
wir Méchtigkeiten von Teilmengen miteinander zu
vergleichen. Der Haufigkeitsbaum zeigt diesen fiir
»Bayesianische Situationen” typischen Mengen-
Teilmengen-Zusammenhang. Probleme, wie im Sto-
chastikunterricht zu beobachten, treten erst auf,
wenn natiirliche Informationen dieser Art in beding-
ten Wahrscheinlichkeiten, denen man aufgrund der
Normierung die GroBe der Grundgesamtheit nicht
mehr ansieht, ausgedriickt werden (Krauss, Mar-
tignon & Hoffrage, 1999). Erst jetzt kann es {iber-
haupt zu dem héufigen Fehler der Missachtung der
Basisrate (,base rate mneglect”, Kahneman &

Tversky, 1973) kommen, weil der im H&ufigkeits-
baum automatisch stattfindende Transport der Basis-
rate quasi ,,wegnormiert” wird.

2 Modell-Realitdt-Riickkopplungsargument

Durch mathematische Abstraktion entsteht der Beg-
riff der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses. In die-
sem Modell eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Q2, P)
koénnen deduktiv aus dem axiomatischen Fundament
Regeln und schlieBlich Ergebnisse erhalten werden.
Ein Schiiler, der die oben geschilderte Mammogra-
fieaufgabe im Wahrscheinlichkeitsformat bearbeitet
hat, kdnnte sich nun aber fragen, was es eigentlich
bedeutet, wenn eine Frau mit 7,8% Wahrscheinlich-
keit Brustkrebs hat. Schlielich gibt es in der Reali-
tdt nur Frauen mit oder ohne Brustkrebs. Erst das
Ergebnis der Aufgabe im Héufigkeitsformat kann
die Bedeutung dieser Wahrscheinlichkeit erhellen.
Die zu erbringende Ubersetzungsleistung von
Wabhrscheinlichkeiten in absolute Haufigkeiten und
umgekehrt tragt zum Grundverstindnis des Begriffs
der Wahrscheinlichkeit bei, da dadurch die erforder-
liche Riickkopplung Modell-Realitit geiibt wird.
Unversténdlich ist, wieso diese Riickkopplungen
nach der Abstraktion des Begriffs der Wahrschein-
lichkeit meist als nicht mehr notwendig aufgegeben
werden.’

3 Sequenzargument

Allgemein bietet das Baumdiagramm gegeniiber an-
deren grafischen Modellen (Vierfeldertafel, Ein-
heitsquadrat, andere Mengendarstellungen) die
Moglichkeit, die einflieBenden Informationen mehr-
stufig, in Form einer sequentiellen Hierarchie darzu-
stellen. Fiir Anwendungssituationen des Satzes von
Bayes erweist sich dieser Vorteil als sehr Verstind-
nis fordernd (Krauss & Hertwig, 2000; Hoffrage &
Gigerenzer, 1998). Haufigkeitsbdume erlauben das
sequentielle Erleben der Wahrscheinlichkeitsrevisi-
on und zeigen den Einfluss der Informationen auf
das Gesamtergebnis von Baumebene zu Baumebene.
Das Modell rechnet quasi selbst mit und das Ergeb-
nis einer Aufgabe lasst sich aus den Endknoten ein-
fach ablesen.

> Die Einfiihrung der bedingten Wahrscheinlichkeit erfolgt zundchst
iiber absolute Haufigkeiten. Erst durch "Erweiterung" mit der Machtig-
keit der Grundgesamtheit Q entsteht die Definition der bedingten Wahr-
scheinlichkeit als Quotient zweier (unbedingter) Wahrscheinlichkeiten:

PAIBfIAmBIfﬁiP(AmB).
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Schlussbemerkung

Selbstverstandlich ist fiir eine tiefer gehende Einfiih-
rung in die Theorie der bedingten Wahrscheinlich-
keiten unbestritten auch die mathematische Abstrak-
tion notig. Wir halten es jedoch fiir ratsam, mog-
lichst lange auf die Formalisierung zu verzichten,
wenn man Einsicht beim Schiiler férdern will. Ver-
stdandnis wird schwerlich iiber abstrakte Formeln er-
reicht.

Die Mammografieaufgabe ist nicht die einzige Bay-
esianische Aufgabe, die mit absoluten Héufigkeiten
leichter wird: Auch fiir weitere im Unterricht gerne
verwendete kognitive Tauschungen Bayesianischer
Art lassen sich Hiufigkeitsformulierungen finden,
selbst wenn diese Aufgaben in ihrer Struktur von
der Mammografieaufgabe abweichen (fiir eine An-
wendung des Haufigkeitskonzeptes auf das berithm-
te ,,Ziegenproblem” siche z.B. Krauss & Wang,
2003; Atmaca & Krauss, 2001).

Das Haufigkeitskonzept ldsst sich auch auf Aufga-
ben iibertragen, bei denen der Satz von Bayes meh-
rere Male angewendet werden muss, wie das zum
Beispiel zur Berechnung eines Krankheitsrisikos
nach zwei vorliegenden Testergebnissen der Fall ist
(Martignon & Wassner, 2001; Krauss, Martignon &
Hoffrage, 1999). Martignon und Wassner (2001)
zeigen auch, wie sich die beiden Wahrscheinlich-
keitsbdume (normaler und inverser Wahrscheinlich-
keitsbaum, siehe z.B. Strick, 2000) mit Hilfe der
Haufigkeitsdarstellung elegant in einen einzigen
,,erweiterten Baum” tiberfithren lassen.

Dariiber hinaus ldsst sich das Héaufigkeitskonzept
auch auf nicht-Bayesianische Bereiche der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung ausdehnen: Eine weitere
beriihmte kognitive Tduschung aus dem heuristics
and biases Programm von Tversky und Kahneman
ist z.B. die ,,conjunction fallacy” (Konjunktionstdu-
schung), die meist an folgender Aufgabe demonst-
riert wird:

Linda ist 31 Jahre alt, alleinstehend, sehr
intelligent und sagt offen ihre Meinung. Sie
hat Philosophie studiert. Wihrend der Stu-
dienzeit beschdftigte sie sich ausfiihrlich mit
Fragen der Gleichberechtigung und der so-
zialen Gerechtigkeit und nahm auch an An-
ti-Atomkraft-Demonstrationen teil.

Welche der beiden Aussagen ist wahrscheinlicher?

Aussage A: Linda ist eine Bankangestellte.

Aussage B: Linda ist eine Bankangestellte und
ist in der feministischen Bewegung

aktiv

Zahlreiche Untersuchungen fiihrten immer wieder
zum selben Ergebnis: 80% bis 90% der Versuchs-
personen wiesen Aussage B eine hohere Wahr-
scheinlichkeit zu als Aussage A. Diese Einschitzung
ist aber falsch, da die Wahrscheinlichkeit der Kon-
junktion zweier Ereignisse nie groBer sein kann als
die Wahrscheinlichkeit eines der beiden Einzeler-
eignisse.® Eine Formulierung der ,,Lindaaufgabe” in
absoluten Haufigkeiten wére nun:

Stellen Sie sich 100 Personen vor, auf die
Lindas Beschreibung passt. Wie viele dieser
Personen sind

A) Bankangestellte?

B) Bankangestellte und in der feminis-
tischen Bewegung aktiv?

Formuliert man die Aufgabe in dieser Form, ver-
schwindet die ,,conjunction fallacy” bei den meisten
Versuchspersonen (Hertwig & Gigerenzer, 1999).
Das Haiufigkeitskonzept hat den Vorteil, dass es
durch eine Vielzahl von empirischen Untersuchun-
gen bereits abgesichert ist. Alle Untersuchungen be-
legen, dass probabilistische Situationen besser ver-
standen werden, wenn sie in Haufigkeiten ausge-
driickt werden. Es zeigt sich also, dass die eingangs
gestellte Frage, ob menschliches Denken und Wahr-
scheinlichkeitstheorie zwei Seiten einer Medaille
sind, nicht unabhingig vom Représentationsformat
der gegebenen Wahrscheinlichkeitsinformation be-
antwortet werden kann.

Fiir die Didaktik der Stochastik diirfte auch das
folgende Forschungsergebnis von Relevanz sein:
Der Erfolg beim Begreifen des Satzes von Bayes im
Haufigkeitsformat ist nicht nur von kurzfristiger
Art. Versuchspersonen, die ein entsprechendes Trai-
ning absolviert haben, konnen auch nach lingerer
Zeit noch Aufgaben zum Satz von Bayes losen,
selbst wenn diese Aufgaben dann im Wahrschein-
lichkeitsformat prdsentiert werden. Sie libersetzen
die Aufgaben einfach ins Haufigkeitsformat und 16-
sen sie dann korrekt (Sedlmeier, 1997). Lehrer, die
den Satz von Bayes ausschlielich als Wahrschein-

% Die zu dieser Aussage gehorige Formel lautet: p(A (M B) < p(A).




lichkeitsformel unterrichten, berichten dagegen
meist, dass das Gelernte schnell wieder vergessen
wird.
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