Quadratisch? Praktisch? Gut? Pseudoerklarung und Bedeutungsarmut im
Unterricht Uber Varianz und Standardabweichung
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Zusammenfassung: Der Autor kritisiert die in den
Schulbiichern zumeist ubliche Einfiihrung von Vari-
anz und Standardabweichung als unmodern, uninter-
essant, unehrlich, wenig beziehungshaltig und damit
kaum bildungswirksam; er skizziert Alternativen da-
Zu.

1 Einleitung

Zu denen, die von den groBen und seit PISA
auch offentlich etwas mehr wahrgenommenen De-
fiziten und Zumutungen des milliardenverschlin-
genden deutschen Mathematikunterrichtes profitie-
ren, gehort das Nachhilfeschulgewerbe. Von ei-
nem fiihrenden Unternehmen dieses Gewerbes er-
hielt ich unlédngst den Auftrag, fur die Nachhil-
feschiiler der Sekundarstufe I ein kleines Nachschla-
geheftchen zum Thema Stochastik zu konzipieren.
Als Grundlage wurden mir die Stochastikkapitel al-
ler nach Ansicht des Nachhilfeunternehmens hinrei-
chend weit verbreiteten Mathematikschulbuchreihen
fir Realschule, Gymnasium und Gesamtschule zur
Verfligung gestellt. Das Studium dieser Unterlagen
hinterlie bei mir immer wieder das Gefiihl, man
sollte, bevor man auf die in diesen Schulbiichern vor-
gegebene Art Stochastik unterrichte, lieber ganz dar-
auf verzichten; und schon gar nicht kbnne man von
dieser Art Stochastikunterricht erhoffen, dass er dem
Mathematikunterricht aus seiner Krise helfe. Be-
trachten wir als Beispiel die in diesen Schulbiichern
— und damit wohl auch im normalen Stochastikun-
terricht — tibliche Einfiihrung von Varianz und Stan-
dardabweichung.

2 Varianz und Standardabweichung in
der tblichen Darstellung

Nach Behandlung von arithmetischem Mittelwert
(und ggf. Median) von statistisch erhobenen Wer-
ten eines Merkmals wird nach deren ,,Streuung* ge-
fragt. (Dabei wird diese Streuung implizit sofort als
Streuung um den Mittelwert interpretiert, nicht et-
wa als Unterschiedlichkeit der Einzelwerte unterein-
ander.) Beantwortet wird die Frage durch den \Vor-
schlag, die Differenzen zwischen den Einzelwerten
und dem Mittelwert zu betrachten. Da es hier aber of-
fensichtlich nur auf die GroRe der Differenzen, also
auf das Ausmald der Abweichungen ankomme, nicht

aber auf deren Richtung, sei es doch sicherlich sinn-
voll, die noch stérenden Vorzeichen dieser Differen-
zen durch Quadrieren zum Verschwinden zu brin-
gen und schlieBlich die mittlere quadratische Abwei-
chung der Einzelwerte von ihrem Mittelwert als Mal3
flr die Streuung zu verwenden. Das Ganze wird dann
formal als Varianz definiert und an einigen mehr oder
minder (un)interessanten Beispieldatensatzen durch-
gerechnet. Ohne weitere Begriindung folgt dann zu-
meist der Hinweis, statt der Varianz benutze man als
StreuungsmaR haufig auch deren Quadratwurzel, ge-
nannt Standardabweichung. (Gelegentlich wird dabei
der Eindruck erweckt, das Radizieren bei der Stan-
dardabweichung kompensiere gleichsam das Qua-
drieren bei der Varianz.) Auch diese Standardabwei-
chung wird dann an einigen Beispielen formal durch-
gerechnet. Danach wendet sich der Unterricht wieder
anderen Themen zu.

Auch die typische Darstellung in den Schulbiichern
fir die Sekundarstufe Il scheint diesem Muster zu
folgen.

3 Kritik
Macht ein solcher Unterricht Sinn? Meine Zweifel:

1. Ein solcher Unterricht erschopft sich in definitori-
schen Formeln und deren rechenmaRiger Einlibung.
Er zeigt keine Zusammenhadnge auf, er stiftet kei-
ne Beziige. Er verankert die neuen Begriffe nicht in
einem bedeutungshaltigen Netzwerk; sie dirften als
isolierte Konzepte auch bald wieder vergessen sein.
Insbesondere: Es gibt in diesem Unterricht Giberhaupt
nichts zu entdecken. Er ist langweilig. Die bloRe
Kenntnis der unreflektierten Formeln fiir Varianz und
Standardabweichung hat kaum Bildungswert, schon
gar keinen mathematischen. Angesichts der mathe-
matischen Trivialitdt dieser bloBen Formeln fragt
sich Uberdies, warum sie eigentlich auf Vorrat im
Mathematikunterricht eingefiihrt werden, und nicht
bei Gelegenheit in den Anwendungsfachern, die die-
ser Formeln — angeblich — bedurfen.

2. Den Schiilern werden ,,Begriindungen® fiir die Be-
griffsbildung suggeriert, die weder den Schuler tiber-
zeugen konnen, noch die tatséchlichen Grinde be-
nennen: Dass man die Vorzeichen der Differenzen
durch Quadrieren — warum denn dann nicht gleich
auch durch Potenzieren mit beliebigen geraden Ex-
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ponenten? — statt durch den einzig sich iiberzeugend
anbietenden Ubergang zum Absolutbetrag zum Ver-
schwinden bringen soll, das kann doch im Ernst auch
den Schiler der Sekundarstufe | nicht tberzeugen;
ihm bleibt nur ein resigniert hinnehmendes Achsel-
zucken und wieder die Verwunderung Uber die Un-
verstandlichkeit mathematischer Sprachspiele. Nach
irgendeinem ernsthaften Begriindungsversuch dafiir,
warum denn eigentlich eine Abweichung des Betra-
ges 2 genauso Vviel zdhlen soll wie vier Abweichun-
gen des Betrages 1, sucht der Schiler vergeblich.
Gelegentlich findet man vor allem in den Biichern,
die auch die mittlere absolute Abweichung vom Mit-
telwert behandeln, die ,,Begrindung“, man wolle —
warum auch immer — durch das Quadrieren extreme
Werte starker gewichten — so als sei die Ausreiler-
empfindlichkeit eine erwiinschte Eigenschaft. Da er-
scheint es dann fast noch besser, dass fur den folgen-
den Ubergang von der Varianz zur Standardabwei-
chung ersichtlich iberhaupt gar keine ,,Begriindung*
mehr angegeben wird.

3. Der Unterricht ist eigentlich eher rickwarts
gewandt denn zukunftsorientiert. Die quadratische
Begrifflichkeit der klassischen Kleinst-Quadrate-
Statistik hatte vor allem historisch in Zeiten man-
gelnder Rechenkapazitdten grofle Bedeutung. Heu-
te dagegen sind angesichts moderner Computer
die rechentechnischen Vorteile der ,,quadratischen”
L2-Statistik gegentiiber der ,,absoluten* L!-Statistik
weitgehend irrelevant.! Von daher erscheint es et-
was anachronistisch, im Statistikunterricht die dem
Schiller naheliegende und algorithmisch inzwischen
beherrschbare L1-Begrifflichkeit — hier etwa die mitt-
lere oder mediale absolute Abweichung vom Medi-
an — zugunsten einer ,,komischen* L2-Begrifflichkeit
zuriickzustellen, nur weil diese L2-Begrifflichkeit
friiher angesichts der Rechenprobleme die einzig
praktikable, damit aber nicht unbedingt die sachlich
angemessenere war. Das Quadratische war nur frither
das Praktische und ist damit heute nicht mehr unbe-
dingt das Gute.

4 Vorschlage

Wenn sich denn der schulische Statistikunterricht
zunichst weiterhin an der klassischen LZ2-Statistik

orientieren soll, obwohl maoglicherweise eine Um-
orientierung hin auf die moderne computerbasierte
L1-Statistik die interessanteren Perspektiven eroff-
net — namlich vor allem auf numerische und al-
gorithmische Fragestellungen —, so muss er dem
Schiler auch schon auf der Sekundarstufe | fiir die-
se L2-Begrifflichkeit sinnstiftende Argumente an-
bieten. Dies gilt insbesondere, wenn man den Ma-
thematikunterricht angesichts des fraglichen Allge-
meinbildungswertes vieler seiner Inhalte wenigstens
als Schule vernunftigen Argumentierens versteht;
hier verbietet es sich, mathematische Konzepte oh-
ne Begriindung oder gar mit irrefihrender Pseudo-
begriindung einzufiihren. Wie konnte eine halbwegs
tragfahige Begriindung fur den Unterricht Uiber Vari-
anz und Standardabweichung aussehen?

1. Der Bezug zur ,,quadratischen® Struktur der Nor-
malverteilung scheidet hier wohl aus. Er kénnte tiber-
dies auch in den rein deskriptivstatistischen Kontex-
ten des Statistikunterrichtes auf der Sekundarstufe |
kaum Uberzeugen, geht es dort doch zundchst dar-
um, die Unterschiedlichkeit von Daten zu charakteri-
sieren, nicht aber darum, Parameter einer ,,quadrati-
schen* Normalverteilung zu schétzen. Die allermeis-
ten Schiiler der Sekundarstufe | werden uberdies in
ihrem ganzen Leben die (quadratische Struktur der)
Normalverteilung ohnehin nie kennen lernen.

2. Die gelegentlich in Schulbiichern erwahnte physi-
kalische Interpretation der Varianz als Trégheitsdreh-
moment in Bezug auf den Massenschwerpunkt lie-
fert selbstverstéandlich keine Begriindung fiir diesen
quadratischen statistischen Begriff. Die interessante
Entdeckung dieser Beziehung kdnnte den Unterricht
aber sicherlich bereichern — zumal dann, wenn man
zuvor das arithmetische Mittel als Massenschwer-
punkt interpretiert hat. Diese Entdeckung hétte viel-
leicht auch allgemeinbildenden Wert, insofern sie ex-
emplarisch demonstriert, dass die Mathematisierung
sehr verschiedener Gegenstandsbereiche — hie Phy-
sik, dort Statistik — zu identischen Strukturen fiihren
kann, dass also umgekehrt identische mathematische
Strukturen in sehr verschiedenen Wirklichkeitsberei-
chen ihre Anwendung finden konnen.

3. Die Uberzeugendste und natirlichste Begriindung

1Diese Begrifflichkeit bezieht sich auf die Darstellung einer Zufallsvariablen X als Vektor (X1, X, ..., Xn) in einem n-dimensionalen
Koordinatensystem, das durch die n Messobjekte aufgespannt wird. Bei L2 ist die Lange eines solchen Vektors die tibliche euklidi-
sche L&nge und ergibt sich daher nach Pythagoras als Wurzel aus der Quadratsumme x% +x§+,,.+xﬁ. Erfasst die Zufallsvariable Y die
Abweichungen vom Mittelwert in X, so entspricht die euklidische L&nge von Ygerade dem /n-fachen der Standardabweichung in
X. Bei dieser L2-Normierung gilt insbesondere eine Aquivalenz zwischen Nullkorrelation und Orthogonalitat; dies ist die Basis der
klassischen linearen Statistik. Demgegeniiber ist die L4nge eines Vektors in L die Summe der Absolutbetrage |x1| + [Xa|+...+|Xn|;
dieser Lange entspricht also bei einem auf den Median 0 zentrierten Vektor das n-fache der mittleren absoluten Abweichung vom

Median.




dirfte sich aus der Kleinst-Quadrate-Eigenschaft des
arithmetischen Mittels ergeben, die es zuvor dann
freilich herauszuarbeiten gilt, was seltsamerweise
im Standardstatistikunterricht nicht geschieht, ob-
wohl es auch auf der Sekundarstufe | ohne Wei-
teres moglich ware: Der Mittelwert erscheint dann
beispielsweise als optimale, d.h. verlustminimieren-
de Wette bei Wetten mit quadratischer Verlustfunkti-
on, und die Varianz bemisst dabei den — minimier-
ten — durchschnittlichen Verlust ,,auf lange Sicht®.
Hier l&sst sich die Frage nach der Varianz im Unter-
richt in paradigmatischen Spielsituationen motivie-
ren: Statistisch erhoben sind beispielsweise von den
Schiilern n Merkmalswerte — etwa die KorpergrofRen
der Schiler selbst —, die jeweils auf einem Zettel no-
tiert wurden; aus dem Gefall mit diesen Zetteln wird
,,blind* gezogen; gewettet wird jeweils zuvor auf den
zu ziehenden Merkmalswert, und man gewinnt je-
weils einen Geldbetrag von x Cent minus der qua-
dratischen Abweichung des getippten von dem gezo-
genen Merkmalswert in Cent (und nicht in Quadrat-
cent — um die Pseudorechtfertigung des Ubergangs
von der Varianz zur Standardabweichung in manchen
Schulbtichern zu karikieren). Was ist in diesem Spiel
auf lange Sicht die beste Wette (Antwort: das arith-
metische Mittel), und wie gro misste x mindestens
sein, damit sich das Spiel auf lange Sicht lohnt (Ant-
wort: mindestens so grof3 wie die Varianz)? In einem
solchen Unterricht gibt es etwas zu entdecken — das
arithmetische Mittel minimiert quadratische Verlus-
te (und, das sollten die Schiler im Unterricht dann
naturlich auch gleich entdecken, der Median ,,abso-
lute* oder lineare Verluste), wobei die Varianz den
durchschnittlichen Verlust auf lange Sicht beziffert
—, und ein solcher Unterricht klart auf und fordert
Kritikfahigkeit: Die Angemessenheit von Mittelwert
und Varianz bemisst sich fiir den Schiiler nach die-
sem Unterricht daran, ob die jeweilige statistische Si-
tuation durch eine quadratische Verlustfunktion an-
gemessen modelliert erscheint — oder eben nicht. Fa-
zit: Es erscheint mir kaum sinnvoll, im Unterricht die
Varianz einzufihren, wenn man nicht die grundle-
gende Kleinst-Quadrate-Eigenschaft des Mittelwerts
thematisiert. Die Minimalitatseigenschaften von Mit-
telwert und Median lassen sich mit elementaren Mit-
teln auch schon auf der Sekundarstufe I herausarbei-
ten.

4. Wahlt man diesen spieltheoretischen Rahmen,
kénnen die Schiller auch sogleich darin die fir die
klassische varianzanalytische Statistik maRgebliche
Zerlegbarkeit einer Gesamtvarianz in additive Vari-
anzanteile entdecken — sicherlich eine wesentliche

Ursache fiir die Beliebtheit des Varianzbegriffs in
den empirischen Humanwissenschaften. Im Beispiel:
Zu den oben auf den Zetteln notierten KorpergroRRen
wird auch das jeweilige Geschlecht notiert, und das
Spiel wird dadurch modifiziert, dass man nach Zie-
hung des Zettels vor Abgabe seines Tipps gegen Zah-
lung eines Betrages von y Cent nach dem auf dem
Zettel notierten Geschlecht fragen kann, auf dass
man dann nach Erhalt der Antwort natirlich den
geschlechtsspezifischen Mittelwert zur Wette nutzt.
Wie groB darf y sein, damit sich das Nachfragen
auf lange Sicht noch lohnt? Hier werden dann die
Schiiler entdecken kdnnen, dass die Gesamtvarianz
(also der durchschnittliche Verlust in dem Wettspiel
»Wette auf die individuelle KorpergroRe des Pro-
banden ohne Kenntnis des Geschlechts*) gleich der
Summe aus der durch das Geschlecht , erklarten Va-
rianz (also dem durchschnittlichen Verlust in dem
Wettspiel ,,Wette auf die Durchschnittskdrpergrofie
der Geschlechtsgruppe des Probanden ohne Kenntnis
des Geschlechts*) und der ,,unerklédrten“ Varianz (al-
so dem durchschnittlichen Verlust in dem Wettspiel
»Wette auf die individuelle Kdrpergrofie in Kennt-
nis des Geschlechts des Probanden®) ist. Und dassel-
be bei ,,absoluter” oder linearer Verlustfunktion aus-
probierend kdnnen die Schiiler entdecken, dass diese
Additivitat der durchschnittlichen Verluste der Teil-
spiele zum durchschnittlichen Verlust des Gesamt-
spiels nur gilt, solange es sich um ,,quadratische*
Verluste handelt.

5. Als — sicherlich weniger gunstige — Alternati-
ve zum Weg Uber die Kleinst-Quadrate-Eigenschaft
des Mittelwerts bleibt zur Sinnstiftung quadratischer
Streuungsbegriffe die Ungleichung von Tscheby-
schow, die als Ungleichung tber relative Haufig-
keiten durchaus auch schon auf der Sekundarstufe
| formuliert und begriindet werden kann: Die rela-
tive Haufigkeit von Messwerten, die betragsmafig
von ihrem Mittelwert um mindestens t Standardab-
weichungen abweichen, betrigt hochstens 1/t> — in
dieser Formulierung ergibt sich dann auch sofort
ein Sinn des Ubergangs von der Varianz zur Stan-
dardabweichung. Dieser Ubergang — und dabei dann
auch der Name — lasst sich auBerdem motivieren
durch die grundlegende Idee, die Messung verschie-
dener Merkmale mit ,,willkirlich“ definierten Ein-
heiten vergleichbar zu machen, also durch die Idee
der Standardisierung. Auch fiir die Schiler der Se-
kundarstufe | dirfte dies prazisierbar sein dadurch,
dass man die urspriinglichen Messwerte in Standard-
werte Uberfihrt, die jeweils den Mittelwert 0 und die
Varianz 1 haben sollen. Dass dafiir dann die Divi-

3



sion der Abweichungswerte durch die Wurzel aus
der Varianz, genannt Standardabweichung, notwen-
dig ist, lasst sich sofort einsehen. (Damit auch hier
nicht der Eindruck entsteht, Standardisierung sei not-
wendig an einen ,,quadratischen Streuungsbegriff
gebunden, kénnte der Unterricht erganzend die eben-
so einfache Standardisierung aufgrund eines absolu-
ten Streuungsbegriffes aufzeigen, ndmlich die Divisi-
on der absoluten Abweichungen vom Median durch
die mediale absolute Abweichung vom Median.)

6. Auch den Schiilern der Sekundarstufe | dirfte
nachvollziehbar sein, dass man mittels einer Stich-
probe des Umfangs n erhobene statistische Daten
in einem n—dimensionalen Koordinatensystem dar-
stellen kann, das durch die n Untersuchungseinhei-
ten aufgespannt wird und in dem die untersuchten
Merkmale oder Variablen durch Punkte bzw. Vek-
toren (,,Pfeile”) repréasentiert werden — jedenfalls
fir n =2 und n = 3. In dieser — fiir die klassi-
sche lineare Statistik grundlegenden — Darstellungs-
weise konnen die Schiiler dann entdecken, dass der
Zahler der Standardabweichung gerade gleich der
(euklidischen) Lange des entsprechenden (zentrier-
ten) Vektors ist, dass also der Zahler der Varianz dem
Satz des Pythagoras entsprechend das Quadrat einer
Hypothenusenldnge als Summe quadrierter Kathe-
tenldngen darstellt. Mit dieser Entdeckung bekom-
men die Schiler zumindest eine Ahnung davon, dass
man Fragestellungen der ,,quadratischen* Statistik in
,,geometrische* Uberfiihren und dann als solche be-
arbeiten kann.

7. Ein letzter Hinweis: Es ist zwar historisch
verstandlich, dass ,,Streuung® immer sofort als Streu-
ung um einen Wert aufgefasst wird — ging es doch
bei GauR, dem Vater dieser Begrifflichkeit, um die
Fehlerstreuung von physikalischen Messwerten um
einen ,,wahren® Wert. Aber in den ganz anderen Kon-
texten statistischer Erhebungen, an denen sich der
schulische Statistikunterricht typischerweise orien-
tiert, ist dies mangels eines ,,wahren* Wertes (ber-
haupt nicht selbstverstandlich; dies gilt insbesonde-

re fir den Ublichen Statistikunterricht, solange man
dort den Mittelwert bzw. Median nicht als beste Wet-
te oder beste Vorhersage konzipiert und so nach den
Vorhersagefehlern oder Residuen fragt. Hier geht
es vielmehr zundchst um die Frage nach der Un-
terschiedlichkeit von statistisch erhobenen Daten.
Die auch aus unverdorbener Schiilersicht nahelie-
gende Begriffsbildung misste sich daher eigentlich
zundchst auf die paarweisen Differenzen zwischen
den individuellen Werten beziehen, nicht auf die Dif-
ferenzen der Einzelwerte von einem statistisch ag-
gregierten Mittelwert oder Median. Als sinnvolles
Streuungsmal ergébe sich dann etwa der Mittelwert
oder Median der n? quadratischen bzw. absoluten
Differenzen der n individuellen Werte untereinander
— schon bei méaBig grofRen Stichproben angesichts
der mit dem Quadrat des Stichprobenumfangs wach-
senden Zahl von zu verrechnenden Differenzen nur
noch milhsam zu kalkulieren. Die Suche nach nu-
merischer Vereinfachung lasst dann die Schiiler fur
den quadratischen Streuungsbegriff — aber eben auch
nur fiir diesen — entdecken, dass hier die mittlere
(quadratische) Abweichung der individuellen Werte
untereinander gleich der (doppelten) mittleren (qua-
dratischen) Abweichung der Einzelwerte vom Mit-
telwert, genannt Varianz, ist. Beginnt man also den
Unterricht — von der physikorientierten statistischen
Tradition unbeeinflusst — mit der naheliegenden Be-
trachtung der Abweichungen der Einzelwerte von-
einander, erlebt der Schiiler, dass sich die quadra-
tische Begrifflichkeit nicht unbedingt als sachlich
angemessener, aber zumindest als numerisch besser
bewaltigbar erweist. (Dass man bei diesem Unter-
richtskonzept auch noch den Nenner n— 1 des er-
wartungstreuen Varianzschatzers, der den Schiilern
heute leider? schon auf ihrem Taschenrechner begeg-
net, aufgrund einfacher Reprasentativitatsiiberlegun-
gen verstandlich machen kann — vgl. Diepgen (1999)
—, ist ein netter Nebeneffekt.)

2L eider aus zweierlei Griinden. Erstens ist das Thema Erwartungstreue fiir einen anwendungsbezogenen Statistikunterricht ziemlich
irrelevant; ihre eigentliche Bedeutung hat Erwartungstreue nicht im Praktischen, sondern im Theoretischen, insofern sich bestimmte
mathematische Eigenschaften fiir die Klasse aller erwartungstreuen Schétzer beweisen lassen. Zweitens begegnet dem Schiiler auf
dem Taschenrechner, wie seltsamerweise auch dem Lehrer gelegentlich in der didaktischen Literatur, der Nenner n— 1 typischer-
weise im Zusammenhang nicht mit der Varianz, sondern mit der ,,empirisch* genannten Standardabweichung

Hier macht dieser Nenner aber {iberhaupt keinen Sinn, weil er hier — anders als bei der Varianz — gar nicht zur Erwartungstreue

fihrt.




P.S.

Es gelang mir nicht — wen wundert’s —, das Nachhil-
feunternehmen davon zu Uberzeugen, in dem Nach-
schlageheftchen fiir die Nachhilfeschiiler die skiz-
zierten — und manch’ andere — Sinn- und Be-
grundungsliicken des tblichen Statistikunterrichts zu
schlieBen. Durch Marktzwange zum unternehmeri-
schen Realismus gezwungen weif3 man dort vermut-
lich nur zu gut, dass auch der Stochastikunterricht
in der Praxis all zu oft nicht wirklich auf tieferes
Sinnverstandnis abzielt — schon gar nicht bei den
schwécheren Schilern —, sondern eher auf die ent-
fremdete Unterwerfung unter sinn-lose Regeln. Denn
was sonst ist das eintrainierte Berechnen von Vari-
anzen und Standardabweichungen ohne jedes tiefe-
re Verstandnis dafiir, warum man die Abweichungen

quadriert, warum man die gewichtete Abweichungs-
quadratsumme radiziert, und warum ggf. den Nenner
n— 1 benutzt — oder eben auch nicht?
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