Proportionalitat ist ,,relativ*
ROLF MANTYK, RATINGEN

Zusammenfassung: Anhand der Lagebeziechungen
von zwei Vektoren im n-dimensionalen Raum werden
die Begriffe ,, Proportionalititsmafs* und ,, Modifika-
tionsfaktor” entwickelt. Fasst man die einzelnen
Komponenten der beiden Vektoren paarweise zusam-
men, so lassen sich diese Objekte als zweidimensiona-
le Punktwolke interpretieren. Eine geeignete Koordi-
natentransformation fiihrt in diesem neuen Modell
schliefslich zur Definition des Korrelations- und Reg-
ressionskoeffizienten.

Vorwort

Beschreibende Statistik — insbesondere Regression
und Korrelation — gehort laut den neuen Richtlinien
fiir die Sekundarstufe II seit Jahren zum obligatori-
schen Themenkatalog der Jahrgangsstufe 11. Das
mathematische Hinterfragen dieser Standardinstru-
mente der empirischen Wissenschaften erscheint zu
diesem Zeitpunkt — beim Einstieg in die gymnasiale
Oberstufe — mehr als sinnvoll, wird doch von nun
an den Schillern in zunehmendem Malle
eigenstindiges Analysieren und Beurteilen von
statistischen Daten in vielen Fachern abverlangt.

Allerdings hat die tdgliche Unterrichtspraxis in den
Schulen gezeigt, dass diesem Anspruch nicht im-
mer geniigend Raum geboten werden kann. Bei den
Bemiihungen um die Grundlegung der Differential-
rechnung und eine vertiefende Betrachtung der
Koordinatengeometrie muss gerade die Statistik aus
Zeitgriinden oft aullen vor bleiben.

Die Reduktionen und Umverteilungen von Lernin-
halten im Zusammenhang mit einer Verkiirzung der
Schulzeit bis zum Abitur um ein Jahr (G8-Modell)
wird diese Situation zunehmend verschérfen.

Als mogliche Folge dieser ,,Trends” muss davon
ausgegangen werden, dass die Beschreibende Sta-
tistik unter Umstanden auf ein mehr oder weniger
formelhaftes Anwenden zuriickgedringt wird.

Deshalb wird der ,.engagierte Statistiker” den im
Folgenden vorgestellten Entwurf einer Einflihrung
in die Regression und Korrelation im Rahmen der
Linearen Algebra wahrscheinlich begriifen, erhalt
er doch damit eine realisierbare’ Moglichkeit, diese

" In diesem Aufsatz geht es nicht vornehmlich um die
Umsetzung dieses Entwurfs fiir die konkrete Unter-
richtspraxis. Dies wiirde den Rahmen sprengen. Zu-
néchst einmal soll vor allem die Idee skizziert werden.

Zur Zeit offeriert die Bezirksregierung Diisseldorf aller-
dings eine ,.konventionelle* Einfiihrung in die Lineare
Regression in Form einer 2tdgigen Veranstaltung. (Na-

Instrumente — wenn auch im Nachhinein — fiir die
Oberstufenschiiler mathematisch einwandfrei zu
begriinden. Dabei entstand die Idee zu diesem
,heuen Ansatz” interessanterweise bei dem Ver-
such, Regression und Korrelation fir den Unter-
richt in der Jahrgangsstufe 11 (innerhalb des G9-
Modells) zuginglicher zu machen.

In unserer Eigenschaft als Moderatoren fiir die Leh-
rerfortbildung wurden mein Kollege Michael
Spielmann und ich von der Bezirksregierung Diis-
seldorf im Rahmen der Unterregionalisierten Leh-
rerfortbildung damit beauftragt, hier entsprechende
Hilfestellungen fiir die Unterrichtspraxis zu entwi-
ckeln (vgl. FuBnote 1).

Nachdem wir unseren Entwurf fiir die Lehrerfort-
bildung formuliert hatten, stellte Michael Spiel-
mann im Verlauf der folgenden Planungstagung im
Februar 2004 ein Papier vor, in welchem er auf die
Interpretationsmoglichkeiten der Begriffe Regressi-
on bzw. Korrelation als Ldnge einer Projektion
bzw. als Skalarprodukt entsprechender n-dimen-
sionaler Vektoren hinwies.

Inspiriert durch seine abschlieBenden Gedanken-
ginge und motiviert durch die vielfiltigen Anre-
gungen, die er mir aufgrund seiner jahrelangen, in-
tensiven Vertrautheit mit dem Thema bei unserer
gemeinsamen Arbeit freundlicherweise zukommen
lieB, hatte ich den Wunsch, eine Einfiihrung der
Begriffe Regression und Korrelation zu entwerfen,
welche iiber die formalen Beziige hinausgehend
vollstdndig auf dem vektorgeometrischen Ansatz
aufbaute.

Das Ergebnis meiner Arbeit erlaube ich mir hier zu
prasentieren. Nachdriicklich darf ich mich an dieser
Stelle nochmals fiir die vorbereitenden Inspiratio-
nen und Anregungen und das abschlieende Lesen
der Korrektur bei meinem lieben Kollegen Michael
Spielmann bedanken.

Die Problemstellung

Seit Januar 2002 haben wir ,,neues” Geld in den
Taschen. Die gute, alte DM musste endgiiltig dem
Euro Platz machen. In einem logistisch beispiello-
sen Akt wurden allein in der Bundesrepublik 3
Mrd. Euro-Banknoten im Wert von 76,1 Mrd. € und
12 Mrd. Euro-Miinzen im Wert von 4,4 Mrd. € in
Umlauf gebracht. Obwohl bis Ende Februar mit der
alten Wahrung bezahlt werden konnte, waren in

here Informationen unter www.mathe-treff.de)
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Deutschland bis zum 9. Januar 2002 bereits 90 Pro-
zent der DM aus dem Verkehr gezogen. Dem vo-
rausgegangen war eine zweifache Ausweisung der
Preise bei einem wesentlichen Anteil des Waren-
sortiments seit Mitte 2001. Grundlage fiir diese
Doppelauszeichnung war der Umrechnungsfaktor
1,95583. Jeder Euro-Preis musste mit diesem Fak-
tor modifiziert werden, um den entsprechenden
DM-Preis zu erhalten. Wer allerdings auch nach
dem 28. Februar 2002 an den DM-Preisen interes-
siert war — und das waren wir alle, denn unser
Preisgefiihl konnte sich anfangs nur sehr schwerfal-
lig mit der neuen Wéhrung anfreunden — der musste
selbst nachrechnen, weil ab diesem Zeitpunkt nur
noch die Euro-Auszeichnung erlaubt war.

Wihrend sich in unseren Kdpfen schnell die ,,Ver-
dopplung* des Euro-Betrages als der ,,wahre Wert*
aller Waren etablierte, nutzte der Handel ab Mérz
2002 die zunehmende Vergesslichkeit seiner Kun-
den den alten DM-Preisen gegeniiber, um die neuen
Euro-Preise verstirkt einer ,.eurospezifischen Dy-
namik zu {iberantworten”. In Tabelle 1 sind die
Preise flir 20 Artikel der Filiale einer Baumarktket-
te in Zusammenhang mit der Wahrungsumstellung
notiert. Solange die zweifache Auszeichnung aktu-
ell war, fand sich auf den Etiketten der DM-Preis
und daneben der (theoretische) Euro-Preis, der vor
dem 28. Februar 2002 dem realen Euro-Preis ent-
sprach.

durchschn. alter theoretische reale
Art. . . theoret. realer realer bewertet
Nr. VK- Preis in Preis in € | Preis in € .Brutto- .Brutto- Faktor | realer Faktor
Zahlen DM einnahmen einnahmen
1 200 4,98 2,55 2,89 510 578 1,72318 344,64
2 40 15,78 8,07 7,95 3228 318 1,98491 79,4
3 17 138,50 70,81 69,89 1203,77 1188,13 1,98169 33,69
4 302 17,98 9,19 9,85 2775,38 2974,7 1,82538 551,26
5 1007 0,99 0,51 0,49 513,57 493,43 2,02041 2034,55
6 58 23,45 11,99 11,99 695,42 695,42 1,95580 113,44
7 92 45,78 23,41 23,49 2153,72 2161,08 1,94891 179,3
8 218 9,78 5,00 4,99 1090 1087,82 1,95992 427,26
9 24 19,95 10,20 9,98 244.8 239,52 1,99900 47,98
10 9 44,78 22,90 24,75 206,1 222,75 1,80929 16,28
11 35 64,25 32,85 32,85 1149,75 1149,75 1,95586 68,46
12 98 13,28 6,79 6,85 665,42 6713 1,93869 189,99
13 186 7,75 3,96 3,99 736,56 742,14 1,94236 361,28
14 285 16,20 8,28 8,75 2359,8 2493,75 1,85143 527,66
15 18 38,27 19,57 19,98 352,26 359,64 1,91542 34,48
16 7 248,50 127,06 126,98 889,42 888,86 1,95700 13,7
17 19 145,90 74,60 74,98 14174 1424,62 1,94585 36,97
18 44 82,85 42,36 44,98 1863,84 1979,12 1,84193 81,04
19 37 18,47 9,44 9,98 349,28 369,26 1,85070 68,48
20 4 324,75 166,04 167,75 664,16 671 1,93592 7,74
5217,6
WO B[ s 195
Summe . Saldo 544,84 Mittelwert
offiziell ’ bewertet

Tabelle 1

Mit dem Verschwinden des DM-Bezuges konnte
man jedoch allenthalben eine ,,Modifizierung der
Euro-Preise im Rahmen der géngigen Preispolitik*
beobachten. So wurde z.B. fiir den Artikel Nr. 9 der
theoretische Preis gesenkt, um die magische 10€-
Marke nicht iiberschreiten zu miissen. Artikel Nr. 1
wurde aufgrund seiner hohen Verkaufszahlen ange-
hoben. Insgesamt ergibt sich flir den der Tabelle 1
zugrunde liegenden Zeitraum - was natiirlich
kaufméannisch betrachtet sehr zufriedenstellend ist —
ein Umsatzplus von mehr als 500 €, wenn man die
theoretischen und die realen Bruttoeinnahmen mit-
einander vergleicht. Entsprechend sind die Um-
rechnungsfaktoren ohne die Bewertung bzgl. der

Umsatzzahlen im Schnitt fast 4 Hundertstel kleiner
als der offizielle Umrechnungsfaktor. Bewertet lie-
gen sie durchschnittlich noch 2 Hundertstel unter
dem offiziellen Wert.”

Und damit sind die grundsétzlichen Probleme,
die im Folgenden angesprochen werden sollen,
auch bereits im Wesentlichen vollstdndig um-
rissen.

2 Um von DM auf Euro zu kommen, muss man durch
den Umrechnungsfaktor dividieren. Ein kleinerer Faktor
bedingt also einen Euro-Wert, der iiber dem offiziellen
Wert liegt.
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e Lidsst sich bzgl. der Umrechnung von den realen
Euro-Preisen zu den urspriinglichen DM-Preisen
ein ,,mittlerer Modifikationsfaktor festlegen?

e Lassen sich die durchaus individuellen Preisan-
gleichungen verschiedener Filialen der besagten
Baumarktkette miteinander vergleichen?

Lineare Beziehungen zwischen
Datenmengen

Wir haben eine Liste von n Zahlen, die wir Ur-
sprung, kurz # nennen werden. Eine zweite Liste
mit derselben Anzahl von Zahlen bezeichnen wir
als Ziel, kurz Z genannt. Wir interessieren uns fiir
die Lage von # und Z zueinander, wobei wir sinn-
vollerweise davon ausgehen, dass weder # noch z

gleich 0 sind. Priziser geht es damit um folgende
Fragen (vgl. Abbildung 1):

=4

z

Abbildung 1

e Wir schauen uns die Projektion @ von Z auf u
bzw. m-u an. Welches m beschreibt diese Pro-
jektion? Oder, mit welchem m miissen wir u
modifizieren®, damit der Abstand* zwischen die-
ser Anndherung @ =m-u von i an Z minimal
wird?

e Lisst sich dariiber hinaus ein geeignetes Maf fiir
die ,,Abweichung® zwischen m-u# und z fin-
den, welches unabhingig von m ist?

Im trivialen Fall, dass samtliche Zahlen aus Ziel aus
den Zahlen von Ursprung durch eine einfache Mul-
tiplikation mit demselben Faktor m#0 hervorgegan-
gen sind, haben wir eine sog. ,,strenge™ Proportio-
nalitét vorliegen, sodass m-u; = z; fir alle i=1,...,n
ist. # und Z liegen also auf derselben Geraden. a
und Z sind identisch. Ihr Abstand betrdgt Null, was
sich vektoriell folgendermalien notieren lésst:

> Wir gehen davon aus, dass hierbei # und Z nicht
senkrecht zueinander stehen. Andernfalls setzen wir m =
0.

* Die Definition fiir Linge und Abstand im n-dimensio-
nalen Raum folgt weiter unten.

U, m-u, a Z
m - . = . = . = .
un m ' un an Z’1

omu=a=z.
Falls m positiv ist, sprechen wir bzgl. der Daten aus
den beiden Listen von einer 100%ig positiven Pro-
portionalitit bzw. sagen, dass das sog. Proportio-
nalititsmaf r gleich 1 sei, r = 1.

Ist m negativ, gehen wir von einer /00%ig negati-
ven Proportionalitit aus bzw. sagen, dass das sog.
Proportionalititsmafl r den Wert —1 annehme.

Geometrisch betrachtet haben # und z im n-
dimensionalen Raum in beiden Fillen dieselbe
Richtung. Wihrend ihre Orientierung bei r = 1
identisch ist, verlauft sie im Fall » = —1 jedoch ent-
gegengesetzt. Der Winkel zwischen # und Z hat
das Winkelmal} 0 bzw. x. Stellen wir uns vor, diese
,»Qrenz“-Zustinde seien aus einer ,,Drehung® von
# und Z zueinander hervorgegangen. Dann exis-
tieren aber auch ,,Zwischen“-Stadien. Wenn z. B.
das Winkelmall zwischen # und Z den Wert n/2
annimmt, liegt es nahe, das Proportionalititsmaf} r
mit 0 zu bewerten. In diesem Fall stehen die beiden
Vektoren u und Z senkrecht zueinander.

Als ein Abweichungsmal} zwischen Ursprung bzw.
Anndherung und Ziel, welches unabhéngig von m
ist, wiare demnach die Cosinus-Funktion geeignet,
welche den Winkel a zwischen d bzw. # und Z
beschreibt und den bisher genannten Zustéinden
sehr wohl geniigen kann:

cos:[0;m]—[-1;1].

Ausgehend von # und Z bestimmen wir 7 also mit
cos o bzw. mit Hilfe des Skalarproduktes® (vgl.
Abbildung 2),

_r.m%-- ) Ccos

08t
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Abbildung 2

> Falls auf die n-dimensionale Situation besonders ver-
wiesen werden soll, bezeichnen wir die Lidnge eines

Vektors auch mit [l =+/ii-i .

n
Dabei gilt: u - Z=Zui "z
i=1
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d. h.

iz
r:=cos o= .
liil

1zl

Falls @ # Z, d. h. der Abstand zwischen a und Z
groBer als Null ist, die Werte von a somit zwischen
0 und &, 0 <a <m, liegen, bedarf es eines deutlich

héheren Aufwandes, um das optimale m zu ermit-
teln®.

Allgemein ist der Abstand zwischen @ und Z bzw.
die Lange | Z ~ @ | definiert durch:

1Z-a|=+(z-ay =1/i(z,-—a,-)2
i=1

bzw.
1Z-meu|=E-m-i) =\/Zn:(zi—m-ui)2 :
i=1

Wir suchen also ein m, womit die Strecke |Z ~a |

minimiert werden kann. Hierzu betrachten wir den
Ausdruck als eine Funktion von m, wobei es ge-
niigt, die Summe der quadratischen Abweichungen,

flm)= D (z —m-u,)"
i1
auf ihr Minimum hin zu untersuchen. Es gilt:

f(m) = Z (zi2 -2z,mu; + mzuiz) .
i=1
Wir bilden die erste Ableitung

n
f'(m) = 2(-221%- + 2mu,-2) .
i=1
Hiervon suchen wir die Nullstelle.

n
Z 2zu;
f'(m) = 0 liefert m = =
> 214,-2
i=1
n
; Zit iz
Also: my, = ”; bzw. Mgy = —=.
Z ui2 u-u

i=1

Speziell ergibt sich fiir m-#=Zz , wenn also # und
Z auf derselben Gerade liegen:

s ii-(m-ii) ii -
— _.: — — :m-_’_ :m‘
u-u u-u u-u

Mopt =

Falls # L Z ist, greift die Formel fiir das optimale
m ebenfalls:

®Bis auf den Fall « = 0, wo « und z senkrecht zuein-
ander stehen, also m = 0 ist.

Fassen wir die bisherigen Ergebnisse zusammen:
Wir koénnen die Proportionalitidt zwischen den Da-
ten aus den beiden Listen i # 0 und 7 * 0 durch
das sog. Proportionalitdtsmaf3 beschreiben

u-z

jl - 121~
Wir sind ferner in der Lage, mit Hilfe eines Modifi-
kationsfaktors m eine Anndherung a fiur den Ur-
sprung u zu bestimmen, sodass der Abstand zwi-
schen m-u = a und Z minimal wird.

Wihrend das Proportionalititsmafl r gegebene
(unverdnderte) Daten miteinander vergleicht, ver-
sucht der Modifikationsfaktor m durch eine Modifi-
zierung der Ursprungsdaten die Beziehung zu den
Zieldaten zu ,,optimieren®.

In den ,,Grenz“-Féllen, in denen das Proportionali-
titsmafl den Wert || = 1 annimmt, sprechen wir
von strenger Proportionalitit zwischen den Daten
des Ursprungs und den Zieldaten. Der Modifikati-
onsfaktor m ergibt sich hierbei direkt aus der Be-
ziehung

Z; - .
m= -+ bzw.z;=muy; furi=1,..., n.

u.
1

Ein Proportionalititsmafl von 0<|r| <1 signali-
siert hingegen, dass sich die Proportionalitét ,rela-
tiviert“ hat. Die Berechnung des Modifikationsfak-
tors m wird damit aufwéndiger.

In jedem Fall ergibt sich das optimale m tiber
-z
u-u

Veranschaulichungen im
zweidimensionalen Raum

Wir betrachten die einzelnen Komponenten
voni#0und Z# 0,

u 4
=] " |und Z =| :
u zZ
n n

und fassen sie ,,horizontal zu Paaren

(1))~ (%)

zusammen, die sich in einem zweidimensionalen
Koordinatensystem als Graphenpunkte verdeutli-
chen lassen, wobei eine sog. Punktwolke entsteht.

Obwohl wir damit fiir unsere n-dimensionalen Da-
ten das anschauliche Modell ausgetauscht haben,
bleiben wir trotzdem weiterhin unserem zuvor auf
n-dimensionalem Terrain definierten Abstandsbe-
griff treu.
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Damit positionieren sich in diesem zweidimensio-
nalen Rahmen die Anndherungspunkte (u;la;) da-

durch, dass die Summe ihrer quadrierten vertikalen
Abstinde (Strecken) zu den jeweiligen (uz;) mi-
nimal wird. Somit bleibt der ,,Abstand“ in der
Punktwolke weiterhin ein globales Phanomen, wel-
ches sich nicht zwingend iiber Abstandsbetrachtun-
gen im zweidimensionalen Kontext lokal erschlie-
Ben ldsst. Aus der zweidimensionalen Perspektive
heraus miisste man vielmehr in Anlehnung an alle
bis dahin gewonnene Erfahrung vom Lot der (u;|z;)

auf die Anndherungsgerade’ ausgehen. Analog zu
den Uberlegungen im n-dimensionalen Raum las-
sen sich 3 Fille unterscheiden®:

Fiir das Proportionalititsmaf gilt:
r=1 (vgl. Abbildung 3), bzw.
r=-1 (vgl. Abbildung 4), bzw.
0 <|r| <1 (vgl. Abbildung 5).

s 4
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Abbildung 3
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2
% I“ A = QX 2 4 ]
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Abbildung 4
Fr
= @
]
-
. . X
'E 5 " E b
12 10 E 3 E 2 5 D o 6 §
u-Achse
Abbildung 5

7 Definition der Anndherungsgeraden siche weiter unten.
¥ Die Punkte (ujlz;) sind als Quadrate und die Anndhe-

rungspunkte (uja;) sind als Rauten dargestellt. Der

»Schwerpunkt der Punktwolke wird durch * gekenn-
zeichnet. Die Definition des Schwerpunktes erfolgt wei-
ter unten.

Samtliche Anndherungspunkte (u;la;) liegen auf-
grund ihrer Definition auf einer Geraden, im Fol-
genden Anndherungsgerade genannt, die durch den
Punkt (0|0) des zu-Koordinatensystems verlauft. Ih-
re Steigung wird durch den Modifikationsfaktor m
beschrieben.

Der ,,Schwerpunkt* der Punktwolke S(# |Zz') wird
durch die Werte # bzw. z definiert, die jeweils
das arithmetische Mittel der Ursprungs- bzw. Ziel-
daten darstellen.

AN 1N
E:Z—Zu[ bzw. E:Z—Zzi.
5= na5=

Offensichtlich liegt dieser Schwerpunkt S(# |z ) im
Fall || = 1 stets auf der Anndherungsgeraden (vgl.
Abbildung 3 und Abbildung 4).

Im Fall 0 <|r| <1 findet sich seine Position jedoch
i. A. nicht auf der besagten Geraden, was natiirlich
eher unbefriedigend ist, da doch insbesondere der
Schwerpunkt bzw. das arithmetische Mittel gege-
bener numerischer Daten als deren ,,erste, repriasen-
tative Anndherung® betrachtet wird (vgl. Abbildung
5).

Untersuchen wir stattdessen nur Ursprungs- und
Zieldaten, welche die Figenschaft

n

iui =0 bzw. Zzi =0
i=1

i=1
haben, so liegt der Schwerpunkt der Punktwolke
(uj|z;) mit i = 1,..,n bei (0|0) und somit in jedem Fall
— wie gewiinscht — auf der Anndherungsgeraden.
Die Frage ist nun, wie wir mit Punktwolken verfah-
ren sollen, deren Schwerpunkt sich nicht im Ur-

sprung des gegebenen Koordinatensystems befin-
det?

Korrelation und Regression

Unser Augenmerk richten wir nun auf solche spe-
ziellen Listen Ursprung u # 0 und Ziel Z # 0 mit

n n

Zu[ =0bzw. ZZ[- =0,

i=1 i=1
wobei jeweils
up=x;,— X bzw. z;=y,— y firi=1,.., n gilt, was
wiederum bedeuten soll, dass wir von zwei beliebi-
gen’ Datenlisten ¥ und y ausgehend die oben no-
tierte Bedingung fiir den Schwerpunkt S(# |z ) im
zugehdrigen zu-Koordinatensystem erfiillen.

’ Die Beliebigkeit wird dadurch eingeschrinkt, dass
nicht sémtliche x; bzw. y; jeweils identisch sein diirfen.

13



In dem entsprechenden xy-Koordinatensystem stel-
len die Punkte (x;[y;) eine Punktwolke dar, deren

Schwerpunkt bei S(x |y ) liegt. Geometrisch erge-
ben sich die u; aus den x; bzw. die z; aus den y;

durch eine Verschiebung des xy-Koordinatensys-
tems in den Schwerpunkt S(x |y ).

u; bzw. z; sind die ,,neuen* Koordinaten der x; bzw.

y; in dem neuen zu-Koordinatensystem.

Unter diesen Voraussetzungen nennen wir den Mo-
difikationsfaktor m, der die Steigung der Geraden
liefert, welche durch den ,,Abstand der Anndhe-
rungspunkte (u;la;) von den transformierten Punk-

ten (u;z;)“, kurz durch den Abstand" von @=m-ii
und Z , definiert wird,

Regressionskoeffizient der xy-Daten',

und die zugehorige Anndherungsgerade, die durch
die Punkte (u;]a;) festgelegt wird, heil3t

Regressionsgerade der xy-Daten.

SchlieBlich bezeichnen wir das Proportionalitdits-
maf r, d. h. den cos a des eingeschlossenen Win-
kels zwischen den beiden Vektoren # und Z in
diesem Kontext als die

Korrelation r der xy-Daten".

Allgemein lésst sich der Regressionskoeffizient iiber
den Ansatz

D (- %)y - )
i=1

i (% - )’

i=1

bestimmen.

~ [~
}

A RN

NN N

Die zugehorige Regressionsgerade verlauft stets
durch den Nullpunkt des uz-Koordinatensystems,
der durch den Schwerpunkt S(x |y ) der xy-Daten

definiert wird.

Die Regressionsgerade wird im uz-Koordinaten-
system durch z = m-u und im xy-Koordinatensystem
durch y=m(x—x)+7y beschriecben (vgl. Abbil-
dungen 6, 7 und 8 folgende Seite).

Wir hatten oben im n-dimensionalen Kontext den
Regressionskoeffizienten m so festgelegt, dass der
Abstand zwischen den Anndherungsdaten a und
den Zieldaten Z minimal wurde.

' Gemeint ist |z-al =z —m-ii .
" regredere (lat.) zuriickfithren, zuriickgehen
12 oder als Korrelationskoeffizienten r der xy-Daten

In der zweidimensionalen Perspektive realisiert sich
diese Situation als Minimierungsproblem iiber die
Summe der Quadrate aus den vertikalen Abstidnden,
welche die gegebenen Punkte (x;[y;) bzw. (ulz;) zu

den Anndherungspunkten (xjla;) bzw. (u;|a;) haben.
Dabei wird a; im xy-System durch

ai=m(x; —X)+y
und im uz-System durch
a; = mu;
reprasentiert. Denn es gilt:
|Zl_ai| = |Zl_m’ui|
(Darstellung im zu-System)
= |(yz_.)7 )_’n'(xl_f )‘
(Koordinatentransformation)
=l mx—x )ty ]
(Umstellen)

= viai
(Darstellung im xy-System).

Genauer betrachtet, muss die Summe der quadrier-
ten vertikalen Abstédnde

n 5
z (z; - a;)
i=1

minimal werden (vgl. vertikal verlaufende Strecken
in Abbildung 8).

Bleibt noch die Frage nach der Berechnung des
Korrelationskoeffizienten beliebiger Datenlisten.
Wir definieren den Korrelationskoeffizienten von
zwei n-dimensionalen Datenlisten X #0 und
¥ #0 als:

n

> (x, %) (- 7)

i=1

$ (-5 -\ [E 0, -

_(x-x)0-»
(x=%)| - [(5-7)

_ iz

liil - |21

=r.

Wie war das mit dem Euro?

Inzwischen mussten wir uns alle an die neue Wih-
rung gewohnen, was die Leute in bestimmten Situa-
tionen natiirlich nicht davon abhalten kann, nach-
driicklich auf den DM-Wert einer Ware hinzuwei-
sen, falls man ihren hohen Preis ganz besonders
hervorheben mochte.
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Wir nehmen Bezug auf die Tabelle 1 bzw. auf die
Tabelle 2, wo in der x-Spalte die Warenpreise in

DM und in der y-Spalte die realen Warenpreise in

Euro notiert sind.

2

2

X y u b4 u b4 uz
4,98 2,89] -59,13| -30,28| 3496,36| 916,88| 1790,46
15,78 7,95| -4833| -25222| 2335,79| 636,05 1218,88
138,5 69,89 7439| 36,72| 5533,87| 1348,36| 2731,6
17,98 9,85| -46,13| -23,32| 2127,98| 543,82| 1075,75
0,99 0,49 -63,12| -32,68| 3984,13| 1067,98| 2062,76
23,45 11,99| -40,66| -21,18| 1653,24| 448,59| 861,18
45,78 23,49| -1833] -9,68 335,99 93,7] 17743
9,78 4,99| -54,33| -28,18] 2951,75| 794,11 1531,02
19,95 9,98 -44,16| -23,19| 1950,11| 537,78| 1024,07
44,78 24,75| -19,33| -842 373,65 70,9 162,76
64,25 32,85 0,14] -0,32 0,02 0,1 -0,04
13,28 6,85| -50,83| -26,32| 2583,69| 692,74| 133785
7,75 3,99] -56,36| -29,18| 3176,45| 851,47| 1644,58
16,2 8,75| -4791| -2442| 229537| 596,34| 1169,96
38,27 19,98| -25,84| -13,19 667,71 173,98| 340,83
248.5 126,98 | 184,39 93,81| 33999,67| 8800,32|17297,63
145.9 7498 81,79 41,81 6689,6 | 1748,08| 3419,64
82,85 44,98| 18,74 11,81 351,19 13948 221,32
18,47 9,98 -45,64| -23,19| 2083,01| 537,78| 1058,39

324,75 167,75] 260,64| 134,58 67933,21|18111,78[35076,93

144522,79138110,24| 74203

64,11 33,17 0 0 380,16 195,22

x-quer y-quer Léange u | Lingez

Korrelation: 0,99984
Regression: 0,51343]1,94769 Umrechnungsfaktor |

Tabelle 2

Wie nicht anders erwartet, korrelieren die DM- und
€-Preise in hohem MaBe. Die Regression liefert
hingegen die Steigung flir die Annéhrungsgerade.
Da wir von den DM-Preisen als Ursprung ausge-
hen, ergibt sich als Regressionskoeffizient folge-
richtig der Wert 0,51343. Der Kehrwert 1,94769
stellt den ,,mittleren Umrechnungsfaktor von €
nach DM dar.

AbschlieBende Bemerkungen

Bei der hier vorliegenden Entwicklung eines Korre-
lations- bzw. Regressionsmodells fiir Punktwolken
in der Ebene sind die n-dimensionalen Daten aus

den beiden Listen Ursprung, i #0, und Ziel,
Z # 0, der Ausgangspunkt unserer Betrachtungen.

Solange # und Z als n-dimensionale Vektoren auf
derselben Geraden liegen, definieren die Begriffe
Proportionalititsmafl und Modifikationsfaktor ein-
gingige mathematische Objekte, deren Sinn sich di-
rekt aus dem gegebenen (n-dimensionalen) Kontext
ableiten lésst.

Sobald jedoch diese lineare Abhéngigkeit von u
und Z aufgehoben wird, liefert die zweidimensio-
nale Veranschaulichung der paarweise zusammen-

gehorenden Komponenten von # und Z einen
quasi disharmonischen Zustand, da der Schwer-
punkt der zweidimensionalen Punktwolke nun nicht
mehr auf der Anndherungsgeraden liegt. Um dies
generell zu gewihrleisten, werden einschneidende
Restriktionen notwendig.

Weil sémtliche Anndherungsgeraden als Ur-
sprungsgeraden nur einen gemeinsamen Punkt —
den Ursprung des Koordinatensystems — haben, er-
geht an alle Punktwolken die Forderung, eben dort
ihren Schwerpunkt zu platzieren, damit dieser stets
auf der Anndherungsgeraden liegen muss.

Wie lassen sich aber die Punktwolken beliebiger
Datenmengen in dieses Korsett zwéangen?

Transformation heifit das Schliisselwort, welches
an dieser Stelle klare Verhiltnisse schafft und
gleichzeitig in Bezug auf die xy-Daten neue Be-
grifflichkeiten erfordert.

Damit die Forderung nach # #0 und Z # 0 wei-
terhin erfiillt werden kann, diirfen auflerdem in
=0 und y# 0 nicht jeweils simtliche Kompo-
nenten identisch sein.

Bleibt abschlieend zu erwéhnen, dass dem primai-

ren Anliegen, Lineare Trends in zweidimensionalen
Punktwolken zu quantifizieren, iiber diesen Ansatz
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im n-dimensionalen Kontext somit insgesamt mit
einer in sich konsistenten Argumentationskette Ge-
niige getan werden kann.

Bis auf das sehr gut begriindbare ,,Zugestdndnis®,
dass der Schwerpunkt der Punktwolken stets auf
deren Anndherungsgeraden liegen sollte, wird der
gesamte Begriffsrahmen fiir die Regression bzw.
Korrelation von Daten ansonsten komplett auf die
Lagebeziehungen der beiden n-dimensionalen Vek-
toren Ursprung und Ziel reduziert.

Insbesondere ist der explizite Zugriff auf die Stan-
dardabweichung nicht notwendig. Auch die mitun-
ter schwer nachvollziehbare Bevorzugung der ver-
tikalen Abstandsquadrate im zweidimensionalen
Kontext steht auf der n-dimensionalen Schiene an
keiner Stelle zur Diskussion.

Vielmehr kann bereits im Vorfeld erkannt werden,
dass lokale Abstandsbetrachtungen bzgl. einzelner
Punkte zu einer Geraden (Lot auf die Gerade fil-
len!) sehr wohl vom globalen Abstandsproblem al-
ler Punkte zur gesuchten Geraden zu unterscheiden
sind.

Dem gegeniiber steht der Aufwand, die erforderli-
chen Instrumente aus der Linearen Algebra zur
Verfiigung zu stellen, hier insbesondere das Ska-
larprodukt und damit verbunden der Abstandsbe-
griff und natiirlich die Messung von Winkeln im #-
dimensionalen Raum.
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24. Oktober 2004

Frankfurter Allgemeine Sonntagszeitung.

Geschafft: Weltmeister im ,,Schere, Stein, Papier” darf sich nun schon seit acht Jahren Lee Rammage aus
dem kanadischen Burlington nennen. Am Samstag vor einer Woche schlug Rammage bei den mehr oder we-
niger offiziellen Weltmeisterschaften in der bislang eher unbekannten Wettkampfdisziplin (F.S.A. vom 17.
Oktober) Heather Birrell in deren Heimatstadt Toronto; Chris Berggeren aus dem amerikanischen Bundes-
staat Michigan erhielt die Bronzemedaille. Der Wettbewerb hatte Spieler aus ganz Kanada, aus Australien,
aus der Tschechischen Republik, aus Norwegen und 21 amerikanischen Staaten angelockt. Zum Nachspielen
folgt hier noch einmal der dramatische dritte sowie der fiinfte und letzte Satz; die Figuren des spéteren Sie-
gers zuerst (zur Erinnerung: Schere schligt Papier, Stein schldgt Schere, Papier schldgt Stein). Dritter Satz:
Stein — Stein; Papier — Schere; Stein — Stein; Papier — Papier; Schere — Schere; Papier — Papier; Stein — Stein;
Papier — Schere (Satz an Birrell). Fiinfter Satz, zu diesem Zeitpunkt hatte jeder Finalist je zwei Sétze gewon-
nen: Papier — Stein; Stein — Schere (Satz und Sieg an Rammage).

17




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


