Statistisches Denken bei Schilerinnen und Schulern

RANDALL E. GROTH, USA

Zusammenfassung: Das statistische Denken von
14- bis 19-Jahrigen wird beschrieben.

Der Zusammenhang zu fundamentalen statisti-
schen Konzepten wird dargestellt, um das Lehren
zu verbessern.

0 Einleitung

Um ein guter Stochastiklehrer zu sein, braucht
man ganz unterschiedliche Arten von Wissen.
Fachwissen ist natirlich notwendig, aber nicht
hinreichend. Lehrer brauchen auch Kenntnisse
Uber Denkprozesse bei Schilern. Diese Kenntnis-
se zahlen sich im Unterricht aus.

In diesem Artikel wird Uber die Untersuchung

statistischen Denkens bei 15 Schilern berichtet,
die zwischen 14 und 19 Jahre alt waren. Jeder
Schiler wurde etwa zwei bis drei Stunden lang
interviewt und musste dabei mehrere Aufgaben
l6sen.

1 Zum Gesetz der grol3en Zahlen

Eine brauchbare operative Fassung des Gesetzes
der groRen Zahlen lautet:
Gegeben sei eine Population mit dem endli-
chen Mittelwertp. Man mochtep schatzen
und fahrt zu diesem Zweck n unabhangige
Zufallsauswahlen durch und bildet dazu die

arithmetischen Mittelx . Dann gilt: Mit stei-
gendem n nadhern sich die arithmetischen Mit-

tel x dem Populationsmittelwent immer

besser an.
Die intuitive Idee hinter dem Gesetz der grol3en
Zahlen ist: Je mehr Daten man hat, um so sicherer
kann man bezlglich der Schlussfolgerungen sein.
Jakob Bernoulli, dessen Arbeit zum obigen Gesetz
fuhrte, fand, dass diese intuitive Idee offensicht-
lich sei. Er schrieb: ,Zuweilen hat auch schon ein
recht einfaltiger Mensch in Folge irgend eines
naturlichen Instinktes von sich aus und ohne jede
vorangegangene Unterweisung die Erfahrung
gemacht (was wirklich wunderbar ist) dass man,
je mehr diesbezigliche Beobachtungen vorliegen,
um so weniger Gefahr lauft, von der Wahrheit
abzuirren” (Bernoulli, S. 248).
Bernoulli war nun zwar ein grof3er Mathematiker,
aber vielleicht kein guter Lehrer. Daher wollen
wir sehen, was die Schuiller dazu meinen. Ihnen
wurde die folgende Interview-Frage vorgelegt:

Lehrer A nimmt die Noten von 5 zufallig aus-
gewéhlten Schilern einer Region und bildet
deren Durchschnitt.

Lehrer B nimmt die Noten von 15 zufallig

ausgewahlten Schilern der gleichen Region

und berechnet den Durchschnitt.

a. Glaubst du, dass es einen Unterschied in
den beiden Durchschnitten geben wird?
Warum oder warum nicht?

b. Glaubst du, dass einer der beiden Lehrer
eher einen Durchschnitt ermitteln wird, der
mindestens 2 ist? (Die Schulnoten sollen
von 1 bis 6 gehen.)

Frage b wurde gestellt, um herauszufinden, ob
Schuler verstehen, dass eine kleine Stichprobe mit
hoherer Wahrscheinlichkeit eine groRere Abwei-
chung vom Populationsmittel liefert.

Es stellte sich heraus, dass entgegen der Behaup-
tung von Bernoulli die intuitive Grundlage des
Gesetztes der grof3en Zahlen doch nicht so offen-
sichtlich war. Ein Schiler (nach einem Jahr Sto-
chastikunterricht) meinte zu a., dass beide Mittel
etwa gleich grol3 seien:

.ES handelt sich um eine einfache Zufallsgro-

3e, daher hat jeder Schiler in der Region die

gleiche Chance, gewahlt zu werden. Die, die
gewahlt wurden, ergeben daher immer den-
selben Durchschnittswert.”
Zu b. meinte er, dass keiner der Lehrer eher einen
Durchschnittswert von mindestens 2 erreiche:

»ZU wenige Schiler erreichen eine Note, die

mindestens 2 ist. Die Durchschnittsnote ist

nicht 2, sondern schlechter, da die meisten

Schuler schlechter sind als 2.“

Dieser Schiiler war in seinem unvollstandigen
intuitiven Verstandnis kein Einzelfall. 6 von 15
Schilern hatten mit der Interviewfrage ahnliche
Schwierigkeiten.

Man muss sicherstellen, dass alle Schuler ein rich-
tiges intuitives Verstandnis des Gesetzes der gro-
Ben Zahlen haben, weil es ein so grundlegendes
Konzept ist. Computer-Software wie das Pro-
gramm Sampling Sim (Garfield et al., frei verfug-
bar unter http://www.gen.umn.edu/research/
stat_tools/) kann dazu nitzlich sein; Schiler sol-
len die Ergebnisse von immer grof3er werdenden
Stichproben vorhersagen und kdnnen so die Stich-
probenmittel mit dem Populationsmittelwert ver-
gleichen.
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2 Lineare Transformationen
von Daten

Es geht darum, ob Schiiler den Effekt von linearen
Transformationen auf die Gestalt der Verteilungs-
kurve sowie auf Mittelwert und Streuung erken-
nen kénnen. Dazu diente die folgende Interview-
frage:
Drei Klassen haben an einem Test teilge-
nommen, bei dem man bis zu 20 Punkten be-
kommen konnte. In Klasse B gab es 2 Schiler
weniger als in A und B. Hier sind die Ergeb-

nisse:

Klasse A Klasse B Klasse C
12 7 7
13 9 11
14 13 12
14 14 14
15 15 15
16 19 18
16 19 19
17 20 19
18 20
18 20

Stelle dir vor, der Lehrer gibt in Klasse A je-

dem Schiler gleichmaf3ig 15 Extrapunkte.

Wie &ndern sich Durchschnitt und Streuung?
Auch hier gab es bei manchen Schwierigkeiten.
Eine Schilerin konnte zwar sagen, dass die Addi-
tion von 15 Punkten zu einer gewissen Verschie-
bung des Mittelwerts fiihren wirde, auf die ent-

42.500 und ist recht weit vom arithmetischen Mit-
tel, das 140.650 betragt, entfernt.
Jahrliche Einkommen von 20 Personen:

16.000 56.000
80.000 5.000
25.000 54.000
24.000 53.000
37.000 45.000
110.000 38.000
46.000 2.000.000
26.000 64.000
28.000 40.000
14.000 52.000

Schiiler bevorzugen intuitiv fast stets das arithme-
tische Mittel und lassen sich von der Tatsache,
dass das hdchste Einkommen sehr hoch Uiber den
Ubrigen liegt, kaum beeindrucken.

Ein Schiler meinte:

»ES gibt hohe und niedrige Einkommen. Der mit
den zwei Millionen treibt den Mittelwert hoch.
Dann gibt es noch den mit den 110.000. Das
sind wirklich hohe Einkommen. Aber der
Durchschnitt betragt nur 140.000."

Er gab diese Antwort, nachdem er zunachst ver-

sucht hatte, intuitiv einen typischen Mittelwert zu

finden und dabei dem Median recht nahe gekom-
men war.

Schiler sollten daher ermutigt werden, ihren In-

tuitionen nicht vollig zu misstrauen, wenn sie den

typischen Wert einer Datenreihe beschreiben sol-

sprechende Frage nach der Streuung sagte sie len. lhre Intuition sollte bei der Auswahl des ge-

aber:
.Die Frage nach der Streuung ware einfacher
Zu beantworten, wenn die Abstande zwischen
den Ergebnissen gro3er waren. So ist der Ab-
stand immer héchstens 1. Aber wenn man 15
addiert, waren die Abstande groRer.”

Auch hier stellte diese Schiilerin keinen Einzelfall

dar.

Auch hier kann Technologie helfen, bei den Schu-

lern geeignetere Grundvorstellungen aufzubauen.

3 Durchschnitte

Nun wurde untersucht, inwiefern Schiler Lage-
mafe wie arithmetisches Mittel, Median und Mo-
dalwert interpretieren und anwenden kodnnen.
Deren numerische Werte kdnnen recht unter-
schiedlich sein. Dass Medien und Politiker aus-
nutzen, dass die Bevolkerung diese Unterschiede
nicht kennt, und das fiir ihre Absichten gunstigste
Lagemald verwenden, ist bekannt (Huff 1954).

Die Interviewfrage bezog sich auf jahrliche Ein-
kommen. Das grof3te mit 2.000.000 war ein Aus-
reiBer. Der Median der Einkommen betragt

eigneten Lageparameters behilflich sein.

4  Zum Design von Experimenten

Wenn Schiler verstehen, wie man statistische
Experimente plant, glauben sie nicht so leicht alle
mdglichen statistischen Behauptungen in Medizin
oder Politik.

Um zu das Verstandnis der Schiller zu beurteilen,
gab es die folgende Interviewfrage:

Stelle dir vor, der Gouverneur von Florida be-

auftragt dich, folgende Fragen zu beantworten:

a. Wie hoch ist das Durchschnittseinkommen in
Florida?

b. Werde ich bei der nachsten Wahl wiederge-
wahlt?

c. Wie viele Prozent der Bevolkerung kbénnen
mit einem Computer umgehen?

d. Ist der neue Impfstoff gegen das West Nile
Virus wirklich erfolgreich?

e. Wie erfolgreich ist das neue Gesetz, nach
dem man erst man 18 Jahren den Fihrer-
schein bekommt (anstatt wie friiher schon
mit 16)?
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Beschreibe, wie du bei jeder Frage vorgehen
wirdest.

Teil d. fuhrt selbst direkt zu einem Plan, wie man
ein statistisches Experiment durchfiihren sollte.
Allerdings wurde den Schilern kein spezielles
Design nahegelegt. Sie sollten frei entscheiden,
wie sie vorgehen wirden. Eine ausfuhrliche Be-
schreibung der Denkmuster bei der Versuchspla-
nung findet sich in (Groth 2003 b).
Eine Schilerin wollte fur Teil d. gar kein Experi-
ment durchfihren, sondern beschrankte sich auf
schon existierende Studien:
.Wenn sich die Antworten nicht in einem Lehr-
buch oder einer Zeitschrift befinden, muss man
Leute befragen, die sich mit der Wirksamkeit
des Impfstoffes beschaftigen, wenn man zu sol-
chen Leuten tGberhaupt Zugang bekommt.”
Sie Uberliel also die Aufgabe d. anderen, die sie
fur besser qualifiziert hielt.
Andere Schiiler schlugen zum Teil Verfahren vor,
die nicht experimentell waren, wie z.B.:
Jlch wirde Arzte befragen und ihre Meinung
einholen. Noch wichtiger wéare es, Leute zu be-
fragen, die das Virus hatten und mit dem neuen
Impfstoff geimpft wurden, um zu wissen, wie
sie sich fuhlten und ob es ihnen danach besser
ging.”
Eine andere Antwort fir d. war:
»Ich wirde zum Krankenhaus gehen und fra-
gen, wer alles geimpft worden ist. Dann wiirde
ich deren Krankenakten einsehen und gucken,
wie viele gesund wurden. Dann kdnnte man
Durchschnitte bilden und sehen, wie haufig der
Impfstoff wirksam war und ob das Impfen
erfolgreich genug war. Vermutlich misste man
viele Leute fragen. Vielleicht misste man ver-
schiedene Altersgruppen extra untersuchen,
vielleicht wirkt der Impfstoff fir verschiedene
Altersklassen unterschiedlich.”
Obwohl experimentelle Methoden als probates
Mittel angesehen werden, um Ursache und Effekt
zu unterscheiden, wollten mehrere Schiler ein
solches Experiment gar nicht durchfiihren.
Es ist bei vielen Leuten nicht intuitiv klar, dass
Experimente die Effektivitat einer Behandlung zu
beurteilen helfen. Deshalb sollte in Lehrbiichern
nicht nur beschrieben werden, wie man experi-
mentelle Tests durchfuhrt, sondern auch, unter
welchen Umstanden solche Tests sinnvoll sind.

5 Schluss

Unsere Gesellschaft wird mehr und mehr abhan-
gig von Statistik und den Ergebnissen statistischer
Untersuchungen. Daher miissen sich die Lehrer
um die Qualitat statistischen Denkens bei Schi-

lern kimmern. Sie miissen das statistische Denken
ihrer Schiler kennen und verstehen, um es verbes-
sern und weiterentwickeln zu kénnen.
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