Prozent von Prozent oder: Warum Prozentzahlen in Vierfeldertafeln

missverstanden werden kbnnen

RENATE MOTZER, AUGSBURG

Zusammenfassung: Vierfeldertafeln sind gute
Hilfsmittel, um 2-dimensionale Daten darzustel-
len. Allerdings ist es nicht unproblematisch,
Vierfeldertafeln mit Prozentangaben zu fllen.
Dieser Artikel soll den Leser zum Nachdenken
dariiber anregen, ob man sich bei Vierfeldertafeln
nicht auf absolute Haufigkeiten beschrénken
sollte.

1 Eine Beispielaufgabe

Bei Prozentangaben ist es immer wichtig zu wis-
sen, auf welchen Grundwert sie sich beziehen. Ein
Prozentwert, dessen Grundwert selbst ein Pro-
zentwert ist, wird haufig missverstanden bzw.
falsch interpretiert. Auch wenn mit Vierfelderta-
feln gearbeitet wird, bei denen der Grundwert
immer die Gesamtmenge darstellt, kann es leicht
zu Verwechslungen in der Sprechweise kommen.
Vielleicht ware es besser, Vierfeldertafeln nur mit
absoluten Haufigkeiten (natirlichen Haufigkeiten)
zu fillen (vgl. Krauss 2003). Selbst wenn die ab-
soluten Haufigkeiten nicht bekannt sind, ist es oft
anschaulicher, natiirliche Haufigkeiten anzuneh-
men (30% heilRt 30 von 100 oder 300 von 1000
0.4.).

Ein Beispiel: 100 Kinder werden befragt.

Madchen | Jungen Insgesamt
mag Ful3;30 30 60
bdl
mag Ful3;30 10 40
bdl nicht
Insgesamt | 60 40 100

Mit relativen Haufigkeiten (in Prozent angege-
ben):

Madchen | Jungen Insgesamt
mag Ful3{30 % 30 % 60 %
bdl
mag FulR:30 % 10 % 40 %
bdl nicht
Insgesamt | 60 % 40 % 100 %

Richtig ist die Aussage: ,Von den Madchen, das
sind 60 der Befragten, mdgen 30 Ful3ball.”

Falsch ist die analoge Aussage: ,Von den Mad-
chen, die 60 % der Befragten ausmachen, mégen
30 % Fufball.”

Richtig ware: ,Von den Madchen, die 60% der
Befragten ausmachen, mégen 50% Fufball.”

Aber wenn irgendwo steht: ,In der befragten

Gruppe waren 60% Madchen. Davon mdgen 50%
FuRball.“, wirden die meisten Schilerinnen und
Schiiler in die Vierfeldertafel links oben 50% ein-

tragen und nicht 30%.

Wenn wir es statt mit Prozenten durch Bruch-
teile formulieren, werden wir das Problem

nicht los: In der befragten Gruppe waren 3/5
Madchen, die Halfte davon mag Ful3ball.

Mag sein, dass speziell ,die Halfte* hier noch

richtig gedeutet wird. Aber wiirde es heil3en: ,2/5

davon moégen FulRball‘, wiirden sicher auch sehr
viele ins obere Feld 2/5 schreiben.

Dass die bedingten relativen Haufigkeiten in der
Vierfeldertafel keinen Platz haben, ist ein Grund,
warum ich in solchen Situationen ein Baumdia-
gramm vorziehen wirde. Auch hier kann man die
absoluten Haufigkeiten genauso nutzen wie die
relativen. Mit absoluten Haufigkeiten sieht es im
beschriebenen Beispiel so aus (K Kinder, M Mad-
chen, J Jungen):

50% 30 nF

75%

/]
oM 40 nF

100K

‘/\ /\

Aus den Umfrageergebnissen wurden alle beding-
ten relativen Haufigkeiten berechnet. Jetzt kann
man sehen: Die 30 Madchen, die FuRRball nicht
mogen, sind 30 von 100 befragten Kindern (30%
aller befragten Kinder), es sind 50% der Madchen
und 75% derer, die FuRball nicht mégen.

Dass in der Vierfeldertafel nur 30% steht, ist also
nicht die ganze Wahrheit und kann leicht fehige-
deutet werden. All die bedingten Haufigkeiten

stehen nicht in einer Vierfeldertafel, was diese
vielleicht Ubersichtlicher erscheinen lassen mag.
Auch im Baumdiagramm kann man darauf ver-

zichten, diese Prozentwerte einzutragen. Stellt
man dann aber etwa eine Frage wie: ,Wie viel

Prozent der Madchen mégen Ful3ball nicht?“, so
kann leicht auf die Verzweigung gezeigt werden,
an der das Ergebnis einzutragen ist. In der Vierfel-
dertafel hat dieses Ergebnis keinen Platz.
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2 EIN SCHULBUCHVERGLEICH

In Schulblchern werden Vierfeldertafeln unter-
schiedlich verwendet. Beispielhaft seien die baye-
rischen Schulblcher zum neuen G8 (das Gymna-
sium in 8 Schuljahren) verglichen. Dort finden
sich Vierfeldertafeln zum ersten Mal in der 6.
Klasse.

In ,Mathematik anschaulich* werden nur die 4
Felder angegeben ohne Felder fur die Summen in
Zeilen und Spalten. Dabei werden absolute und
relative Haufigkeiten verwendet (in Bruchteilen
und als Prozentangaben). Alle anderen Biicher
lassen auch Platz fir die Summen.

In ,Mathematik” werden nur absolute Haufigkei-
ten eingetragen. Zum Teil sind diese aus angege-
benen Prozentsatzen und der Gesamtmenge zu
errechnen.

Die anderen Bucher (,delta“, ,Fokus Mathematik*
und ,Lambacher Schweizer") verwenden absolute
Haufigkeiten und Prozentzahlen. Vierfeldertafeln
mit absoluten Haufigkeiten sind in allen Blichern
Ofter vertreten.

Allerdings ist zu beachten, dass bedingte Wahr-
scheinlichkeiten (und tberhaupt Prozent von Pro-
zent) in der 6. Klasse noch kein Lehrplanthema
sind. Daher dirften Missverstandnisse, wie sie in
Abschnitt 1 diskutiert wurden, an und fir sich im
Unterricht keine Rolle spielen.

Man sollte aber beim Lesen von Vierfeldertafeln
darauf achten, dass die Zahlen richtig interpretiert
werden (beim Beispiel aus Abschnitt 1: ,30% der
Kinder sind Madchen, die Fu3ball mégen.” Falsch
ware jedoch: ,30% der Madchen mdgen FulRball*
oder ,30% der Ful3ballfans sind Madchen*).

Prozent von Prozent spielen dann ab der 7. Klasse
eine Rolle. Nur ,delta“ und ,Fokus" bringen dort
auch Aufgaben mit Vierfeldertafeln. In ,delta"
werden meist nur absolute Haufigkeiten eingetra-
gen. Die beiden Aufgaben, die relative Haufigkei-
ten verwenden, berihren das Gebiet ,Prozent von
Prozent* nicht. Im ,Fokus“ gibt es eine etwas
anspruchsvollere Aufgabe (Seite 78, Nr.7). Sie
lautet:

Vierfeldertafel Am Beethoven-Gymnasium
betragt der Anteil der Madchen 45%. 28%
der Madchen und 36% der Jungen kommen
gewdhnlich mit dem Rad zur Schule. Wel-
cher Prozentsatz aller Schiler nimmt fir den
Schulweg das Rad?

Hier ist die Gesamtzahl der Schiler und Schile-
rinnen nicht bekannt. Verwendet man zur Ldsung,
wie es das Buch vorschlagt, eine Vierfeldertafel,

so sind nicht die 28% und die 36% einzutragen,
sondern 28% von 45% und 36% von 55%.

Man kdnnte die Aufgabe aber auch so bearbeiten:
.Nehmen wir mal an, die Schule hat 1000 Schler
und Schilerinnen.” Dann kénnte eine Vierfelder-
tafel mit absoluten Haufigkeiten erstellt werden.
Freilich sollte schlieR3lich diskutiert werden, wa-
rum diese Annahme die Losung nicht beeintrach-
tigt. Dazu kann man vergleichen, wie sich die
Rechnung andert, wenn man annimmt, es seien
nur 500 Schulerinnen und Schiler, nur 100 usw.

Baumdiagramme werden in der 5. Klasse fiir kom-
binatorische Aufgaben verwendet, kommen aber
in den Klassen 6 bis 8 nicht mehr vor. Sie stehen
hier als Losungsalternative also nicht zur
Verfligung.

Auch im Schulbuch fir die 8. Klasse arbeitet Fo-
kus mit Vierfeldertafeln, in denen nur Prozentan-
gaben stehen, wahrend bei ,delta“ gegebenenfalls
beide gegenlibergestellt werden, aber nie nur Pro-
zentangaben gegeben sind.

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sollen nach dem
bayrischen G8-Lehrplan in der 10. Klasse behan-
delt werden. Dafiir gibt es noch keine Schulbi-
cher.

In anderen Schulbichern (andere Bundeslander,
Oberstufe in Bayern) wird bedingte Wahrschein-
lichkeit meist im Zusammenhang mit Baumdia-
grammen erlautert. Bei der Unabhangigkeit von
Ereignissen finden sich manchmal zwei Vierfel-
dertafeln gegeniibergestellt: Einmal sind die tat-
séchlichen Wabhrscheinlichkeiten piR) usw.
eingetragen, einmal die berechneten p(A):-p(B)
usw. Sind diese jeweils gleich, so sind A und B
stochastisch unabhéngig.

Will man aber statistisch ermittelte Daten auf Un-
abhangigkeit prifen, ist eine exakte Gleichheit
solcher Werte kaum zu erwarten. Ob eine ungeféah-
re Gleichheit besteht, wird meist mit dey
Quadrat getestet.

Strick 1999, der in seinem Artikel Vierfeldertafeln
mit absoluten Haufigkeiten und relativen Haufig-
keiten verwendet, geht beigg-Quadrat- Test von
Prozentzahlen aus und zieht den Faktor n (Ge-
samtmenge der Untersuchten) in der Formel nach
vorne.

Man kdnnte solche Aufgaben aber auch anders
bearbeiten: Da die absoluten Haufigkeiten durch-
aus eine Rolle spielen, rechnet man sich fur die
zweite Vierfeldertafel die bei Unabhangigkeit zu
erwartenden Haufigkeiten aus und vergleicht diese
nun mit den tatsachlich aufgetretenen.
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Als Beispiel sei hier die Internetseite des Instituts
fur Medizinische Statistik der Uni Wien genannt.
In Aufgabe 5.4. heil3t es dort:

In einem Betrieb mit 160 Beschaftigten wur-
den 93 zufallig ausgewahlte Personen |mit
Vitamin C prophylaktisch gegen Erkaltungs-
krankheiten behandelt. Von diesen 93 |er-
krankten 25, von den unbehandelten 33. War
die Prophylaxe erfolgreich?

Dazu werden 2 Vierfeldertafeln verglichen (,,C ja“
hei3t: ,Vitamin C genommen®; .,k ja“ heif3t:

~Krank"):
beobachtet:
Cja| Cnein
Kja 25 33 58
knein| 68 34 102
93 67 160
erwartet:
Cja | Cnein
kja 33,71| 24,29 | 58
k nein| 59,29| 42,71 | 102
93 67 160

Aus demy2-Quadrat Wert 8,43, welcher gréRer
als der kritische Wert (3,84) ist, wird geschlos-
sen, dass es ,einen Zusammenhang zw. Auftre-
ten der Erkaltungskrankheit und Vitamin C“
gibt.

Vierfeldertafeln, die Ergebnisse medizinischer
Tests angeben, findet man in medizinischen Arti-
keln gewdhnlich mit absoluten Haufigkeiten (auch
im Internet kbnnen einige gefunden werden). Die
Anzahl der Testpersonen ist schlie3lich nicht un-
wichtig, um die Resultate beurteilen zu kbénnen.

3 EIGENE UNTERRICHTSERFAHRUN-
GEN

Personliche Erfahrungen zu dieser Thematik habe
ich im Unterricht mit folgender Aufgabe gemacht
(zur Aufgabenstellung vgl. Strick 1999):

Fahrstuhleffekt im Schulsystem
Eltern winschen hdheren Bildungsab-
schluss fur Kinder

37% aller 10- bis 26-jahrigen besuchen
derzeit die Schulform Gymnasium. Je-

doch nur 35% dieser Jugendlichen haben
Eltern, die selbst zum Gymnasium gin-

gen. Umgekehrt findet man unter den
Schulerinnen und Schiler, die eine
Haupt- oder Realschule besuchen, nur
8%, deren Eltern ein Gymnasium absol-
vierten.

(Nach einem Artikel der FAZ vor etwa 15 Jahren)

Berechnen Sie die Daten, die man fur folgende
Version des Artikels brauchte:

Schulform Gymnasium immer beliebter
Viele Eltern bevorzugen aber bekannte
Schulform

____ % der Eltern, die selbst ein Gymnasium
besuchten, schicken heute ihr Kind wiedger
auf ein Gymnasium; bei den Eltern, die e|ne
Haupt- oder Realschule absolvierten, ist| es
ahnlich: % lassen ihr Kind ebenfalls ejne
Schule dieser Schulform besuchen. Der An-
teil der Gymnasiasten ist allerdings in einer
Generationvon % auf % gestiegen.

Ich habe diese Aufgabe in einer Probearbeit
gestellt, nachdem im Unterricht analoge Auf-
gaben zum AIDS-Test besprochen wurden.
Bei der AIDS-Test-Aufgabe war nun die be-
dingte Wahrscheinlichkeit deutlich héher als
p(A). (0,1 % der Getesteten haben das Virus
in sich, bei 99% davon zeigt der Test dies
auch an).

Hier jedoch handelt es sich um 35% und 37%:
Die Tatsache, dass 35 kleiner als 37 ist, hat
viele Schuler und Schilerinnen dazu verleitet,
35% direkt in die Vierfeldertafel einzutragen.
Auch einer derjenigen, die die Aufgabe mit
einem Baumdiagramm geldst haben, hat die
35% an der falschen Stelle, also an das Ende
der Verzweigung, eingetragen. Die meisten,
die mit dem Baumdiagramm gearbeitet haben,
haben dort jedoch die richtige Stelle gefunden.

Die Forderung genau zu lesen gilt sicherlich im-
mer, auch wenn man in Vierfeldertafeln nur abso-
lute Haufigkeiten schreiben wirde und den Schii-
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lerinnen und Schiilern vielleicht vorschlagt, hier
insgesamt von 100/ 1000/ 10000 ... Jugendlichen
auszugehen. Wenn die Schulerinnen und Schiiler
die in der Aufgabe gegebenen Prozentzahlen in
absolute Haufigkeiten umrechnen muissen, rechnen
vielleicht doch mehr Schilerinnen und Schiiler sie
richtig um, als wenn es die Alternative gibt, die
Prozentzahlen direkt in eines der vier Felder ein-
fach nur hinein zu schreiben.

Als ich in spateren Jahrgdngen ahnliche Aufgaben
mit natUrlichen Haufigkeiten rechnen liel3, traten
jedenfalls deutlich weniger Fehler auf.
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Bericht zur Herbsttagung des Ak Stochastik (10.- 1211. 2006 in Soest)

Die diesjahrige Herbsttagung wurde wieder von Jorg Meyer organisiert und geleitet.

Sie hatte das Thema ,Schulbuchkonzepte®.

Mit 36 Teilnehmern gab es die folgenden Vortrage
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Leitidee ,,Daten, Haufigkeit, Wahrscheinlichkeit* in Schulblichern fir den Primarbereich

* Wolfgang Riemer, KdIn

Uberblickswissen SlI vermitteln, Grund- und Leistungskurse unterrichten: Ob und wie das mit einem

einzigen Schulbuch gut gehen kannn?

« Heinz Klaus Strick, Leverkusen
Stochastik kompakt

» Thorsten Meyfarth, Universitat Kassel

Ein Kurskonzept zum kontinuierlichen Einsatz von Computersimulationen und Lernumgebungen im

Stochastik-Leistungskurs
* Raphael Diepgen, Ruhr-Universitat Bochum

Erfahrungsbericht eines ehemaligen Schulbuchautors

e Carel van de Giessen, Niederlande

Math textbooks in the Netherlands. Concept and content

e Laura Martignon / Elke Kurz-Milcke, Ludwigsburg
Die faszinierenden Bicher von Arthur Engel und die beriihmte Holzschachtel mit seinen spieleri-

schen Materialien
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