Das Sammelbildproblem — Rosinen und Semmeln
und Verwandtes: Eine rekursive Losung mit Irrfahrten
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Zusammenfassung: Viele Grundaufgaben der
elementaren Wahrscheinlichkeit haben mit Kom-
binatorik zu tun. Nicht alle sind einer Losung mit
Baumdiagrammen zugdnglich und gelten daher
als schwierig fiir Lernende: Ein typisches Beispiel
darunter ist das Sammelbildproblem:

Aus einer Serie von N Bildern sammelt man
(durch Auswahl, Kauf etc.) mehrere. Natiirlich
modelliert man die Auswahl mittels Gleichwahr-
scheinlichkeit fiir alle Bilder sowie Unabhdngig-
keit der Auswahlen. Es erhebt sich u. a. die Frage
nach der erforderlichen Zahl n der "Kdufe", bis
man eine vollstindige Serie mit allen N Bildern
hat.

Weil die erforderliche Kombinatorik durchaus
ihre Tiicken fiir Lernende hat, weil ferner zur
Berechnung des Erwartungswerts unendliche

Varianten des Problems und
kombinatorische Losung

Zur Formulierung des Sammelbildproblems und

dessen Losung sei auf Althoff (2000) verwiesen.

Hier seien einige Aufgabenstellungen genannt, die

damit verwandt sind:

® Wie viele Rosinen muss man dem Teig fiir
N =6 Semmeln beimengen, damit sich mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von mindestens 99% in
allen Semmeln wenigstens eine Rosine befin-
det?

@ Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei
Beimengen von n (<6 ) Rosinen keine Sem-
mel zwei Rosinen hat? (Entspricht dem Ge-
burtstagsproblem.)

® Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man
durch Beimengen von n ( = 6 ) Rosinen in allen
Semmeln wenigstens eine Rosine findet? (Ent-
spricht im Sammelbildproblem der Wahr-
scheinlichkeit, bei n Auswahlen die vollstin-
dige Serie zu erhalten.)

@ Wie groB} ist die Wahrscheinlichkeit, dass man
durch Beimengen von n = N Rosinen (gleich
viele Rosinen wie Semmeln) in allen Semmeln
eine Rosine findet? Spezialfall; leicht zu 16sen.)

® Wie grof} ist die erwartete Anzahl von Rosinen,
die man benoétigt, damit man in allen Semmeln
eine Rosine findet? (Wie ist die Streuung dieser
Zahl? Entspricht dem Sammelbildproblem.)

Summen (Reihen) erforderlich sind, sucht man
nach einfachen Alternativen im Unterricht. In der
Simulation der "Kdufe" findet man das auch. Hier
wird ein rekursiver Lésungsansatz (ohne Simula-
tion) vorgeschlagen, der ein weitreichendes Werk-
zeug fiir viele Probleme darstellt. Das Werkzeug
kann auch auf die Behandlung von Markow-Ketten
ausgedehnt werden.

Das Thema ist ein ,,Klassiker und unter vielen
alternativen Namen bekannt, z. B. ,,Warten auf
den vollstindigen Satz“, , Coupon-Collectors-
Problem*, , Rosinenproblem* usw. Der vor-
liegende Aufsatz stiitzt sich auf eine rekursive
Formulierung des Problems und nutzt die Mog-
lichkeiten einer Tabellenkalkulation wie EXCEL,
welche die rekursive Version der Modellierung
ganz besonders unterstiitzt.

Die N Semmeln entsprechen den Bildern der Serie.
Die Belegung einer Semmel durch eine Rosine
entspricht der Auswahl eines Bildes. Sind z. B.
alle Semmeln mit (wenigstens) einer Rosine be-
legt, so hat man von allen Bildern ein Exemplar, d.
h., die ausgewéhlte Serie ist vollstindig. Sammel-
bildproblem und Rosinenproblem sind gleich-
wertig.

Die Aufgaben entsprechen den zwei Typen von
kombinatorischen Grundaufgaben, ndmlich

© Ziehen von n Kugeln
aus einer Urne mit N Kugeln
® Verteilen von n Murmeln
auf N Zellen (Behilter)

Die Zusatzfragen bei der Modellierung beider
Probleme entsprechen einander (vgl. etwa Krengel
2003):
Ziehen von n Kugeln aus einer Urne mit N Kugeln
e Reihenfolge wesentlich?
e Mehrfach ziehen erlaubt? (Ohne bzw. mit
Zuriicklegen)
Verteilen von n Murmeln auf N Zellen
¢ Sind die Murmeln unterscheidbar?
e Mehrfach belegen erlaubt?
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Die beiden Fragestellungen entsprechen einander
1:1 — wie auch die Losungen — mit Reihenfolge
ergeben sich Variationen, ohne Reihenfolge Kom-
binationen (ohne bzw. mit Wiederholungen).

Wihrend fiir die Spezialfélle (Geburtstagsproblem
bzw. das Verteilungsproblem mit n = N ) die
leichteren kombinatorischen Typen zur Ldsung
reichen und sogar Baumdiagramme als Losungs-
weg dienlich sind, stellen sich die Schwierigkeiten
fiir das allgemeine Sammelbildproblem ganz
anders dar:

Allein die kiinstliche Einfilhrung einer Unter-
scheidung der Rosinen (um die Gleichwahr-
scheinlichkeit von Zustinden und damit die An-
wendung der Laplace-Wahrscheinlichkeit zu
sichern) wirkt gekiinstelt und féllt Lernenden
sichtlich schwer. Bei der erwarteten Anzahl
kommt noch hinzu, dass man die Ausdriicke
(eigentlich Reihen) geschickt manipulieren muss.

Das veranlasst Autoren (wie jiingst Kiihleitner
2007), nach alternativen Losungswegen zu suchen,
und die findet man in aller Regel in der Methode
der Simulation. Durch einfaches Nachspielen der
Modellvoraussetzungen bekommt man ein Sze-
nario von Wiederholungen der Situation und
kommt damit zu einer mehr oder weniger genauen
Schitzung der gesuchten Wahrscheinlichkeit bzw.
des Erwartungswerts.

Simulationen haben ihren Wert als Losungs-
methode. Es kann durch die Offenlegung der
Modellannahmen (die man zur Realisierung der
Simulation benétigt) auch eine Einsicht entstehen,
warum die Losung (und nicht eine andere) heraus-
kommt. Es kann aber auch der Bedarf nach mehr
mathematischer Rechtfertigung der Losung auf-
tauchen.

Hier bietet sich der rekursive Ansatz zur Losung
an, der den Vorgang der Verteilung von Rosinen
(Murmeln) auf die Semmeln (Zellen) als Irrfahrt in
der Ebene darstellt.

Umformulierung als Irrfahrt

Die Zuordnung der Rosinen zu den Semmeln als
schrittweiser Prozess

Die Rosinen werden schrittweise, d. h. Rosine fir
Rosine, auf die vorhandenen Semmeln verteilt.

Die erste Rosine belegt eine Semmel. Die zweite
eine weitere, die dritte etwa "erwischt" eine schon
belegte, ... Der Verlauf kann durch einen Pfad im
quadratischen Zahlengitter dargestellt werden
(siche Abb. 1; in der Tabellenkalkulation ent-
spricht einem Knoten im Gitter eine Zelle).

Die senkrechte Achse entspricht der Nummer der

gerade verteilten Rosine und wird in der Folge
auch als ,,Zeit angesprochen, dies entsprechend
dem ,,Zeittakt“, der durch das schrittweise Ver-
teilen der Rosinen entsteht. Die waagrechte Achse
entspricht der Anzahl der schon ,,belegten” Sem-
meln.

Zustand= # schon belegte Semmeln
1 2 3 4 5 6

# Rosinen
= Versuche
= Zeit

(4 3)

UubHhWwWNE=

Abb. 1: Die Irrfahrt im quadratischen Zahlengitter

Der Knoten (4, 3) bezeichnet demnach: Mit 4
Rosinen wurden 3 (verschiedene) Semmeln belegt.

Die Irrfahrt startet beim Knoten (1, 1).
Verzweigung im Vorausblick

Die Verzweigung erfolgt mit Wahrscheinlich-
keiten entsprechend schon besetzter und noch
freier Semmeln:

Vom Knoten (4, 3), d. h., vier Rosinen sind ver-
teilt, 3 Semmeln schon "besetzt", kann man mit
der 5. Rosine eine von den 4 schon besetzten
Semmeln erwischen oder eine noch nicht besetzte
(es gibt davon N —4); d.h., man erreicht nur die
Knoten (5, 3) und (5, 4).

Mit Ausnahme von Randzellen gilt: Verzweigung
nach unten mit Wahrscheinlichkeit  belegt/ &
oder nach unten und rechts mit frei/ N.

Verzweigung im Riickblick

Abb. 2: Vorausblick

Codiert wird im "Auffangknoten" die Summe der
"einlaufenden" Wahrscheinlichkeiten. Den Knoten
(5, 4) erreicht man nur vom Knoten links dariiber
(4, 3) oder vom Knoten direkt dartiber (4, 4).

Beim Knoten (i, k), d. h., i Rosinen schon verteilt,
k Semmeln belegt, gilt mit Ausnahme von Rand-
zellen:

Man kann nur vom Knoten (i—1, k—1) links
dariiber oder vom Knoten (i—1, k) direkt dariiber
kommen (Abb. 3), und zwar mit den Wahrschein-
lichkeiten
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N-(k-1) k
p =— bzw. p =—
L N D N
Kennt man die Besuchswahrscheinlichkeiten in
der Zeile dariiber, das ist die Zeile i—1, und seien
diese bezeichnet mit

L=PGi-1,k-1) bzw. D= P(i-Lk),
so erhilt man die Besuchswahrscheinlichkeit des
Knotens (i, k) in der i-ten Zeile rekursiv durch:

PG, k) = p.-L+p,-D

So kann man die gefragten Besuchswahrschein-
lichkeiten rekursiv von oben nach unten berech-
nen.

k-1 k

a0 | e |

Po|

i = pL*L +
po*D

Abb. 3: Rickblick — Die Rekursion

Die rekursive Umformulierung des Ausgangs-
problems — der Verteilung von n Rosinen auf N
Semmeln — wird durch eine Irrfahrt dargestellt.
Das Zahlengitter wird dabei von oben nach unten
durchwandert. Dadurch kommt in natiirlicher
Weise eine ,,Zeitkomponente* hinzu.

Der Zeittakt der Irrfahrt wird durch Zuordnung
einer weiteren Rosine zu einer der Semmeln vor-

gegeben. Statt von der Anzahl der Rosinen und
den schon belegten Semmeln zu sprechen, kann
man auch formulieren, wie lange (Zeit) es braucht,
um eine bestimmte Anzahl von Semmeln mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit zu belegen.

Man kann auch von der ,,Wartezeit™ sprechen, wie
lange es braucht, bis alle Semmeln belegt sind,
und meint dabei, wie viele Rosinen benétigt wer-
den, damit alle Semmeln wenigstens eine Rosine
haben.

In der Sprache des mit dem Rosinenproblem ver-
wandten Sammelbildproblems bedeutet das, wie
viele Bilder zu kaufen sind, damit man mit einer
bestimmten Wahrscheinlichkeit eine vorgegebene
Anzahl von verschiedenen Bildern im Sammel-
album eingeklebt hat, bzw., wie viele Bilder man
kaufen muss, damit das Album voll, d. h., die
Serie vollstindig ist. Hier wird die Bezeichnung
L»Wartezeit* noch suggestiver, es ist die Wartezeit,
bis die Serie vollstindig ist.

Zum Tableau der Irrfahrt siche Abb. 4. In den
einzelnen Knoten stehen die Besuchswahrschein-
lichkeiten. In Zeile 10 etwa stehen die Wahr-
scheinlichkeiten dafiir, mit 10 Rosinen die jewei-
lige Anzahl verschiedener Semmeln belegt zu
haben. In Spalte 6 stehen die Wahrscheinlich-
keiten, mit der jeweiligen Anzahl von Rosinen
schon alle sechs Semmeln belegt zu haben.

Unmittelbar einsichtig ist, dass die Irrfahrt den
rechten oberen Bereich nicht erreichen kann, weil
etwa mit 5 Rosinen nicht schon 6 Semmeln belegt
sein konnen. Spalten 7 und hoher haben in der
Basisversion des Beispiels keinen Sinn, weil ja nur
6 Semmeln da sind; sie stehen schon fiir die Ver-
allgemeinerung des Beispiels bereit.

N= 6 Zustand = # schon belegte Semmeln

1 2 3 5 6 7 8
Zeit = 1 0 0 0 0
# Rosinen 2 0 0 0 0
3 0 0 0 0

4 0 0 I

0 Bereich nicht erreichbar
7 L] 0 0
8 NG 0 0
9 Wabhrscheinlichkeit, 0 0
10 den Knoten zu besuchen

Startpul;\::uc(l;;_lrrfahrt \ | Besuchswahrscheinlichkeiten nach 10 Zeiteinheitenl

wahrscheinlichkeit =1

Abb. 4: Das Tableau mit den Besuchswahrscheinlichkeiten
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Die Irrfahrt in Excel

Nachfolgend eine kleine Anleitung, wie man das
Tableau mit den Wahrscheinlichkeiten in Excel
implementiert (siche Abb. 5).

1. Zeile: kennen wir sowieso
2B T e T
N= # schon belegte Semmeln

1 2 3 4 5
1‘1 0 0 0 0

o

~ |

2. Zeile: 1. Eintrag: Zustand wird nur von direkt dartber
erreicht

A B [ ¢ | D | E [ F [ © [ H ] |
N= # schon belegte Semmeln

1 2 3 4 5 6
i1 0 0 0 0 0
2| 0,167 =D$2*03,/$CH1
3 D2¥ph
2. Zeile: 2. Eintrag: Jetzt die Rekursion von Links
Darlber - Direkt Dartber
A B c b [ E [ F [ & [ H [ T |
N= # schon belegte Semmeln
1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 0 0
0,167

=D3¥($CH1-E$2+1)/$CE1 + E3FES2/$CH1
D3*%p, + E3%p,

inen

Durch effizienten Einsatz von relativer und abso-
luter Adressierung bendtigt man nur wenige An-
gaben und kann den Rest durch Kopieren, vor-
zugsweise durch Markieren und Ziehen des so
genannten Ausfiillkistchens erledigen.

Rest von Zeile 2: 2. Eintrag nach rechts kopieren

A8 [ ¢ o | E [ F [ & [ H [ 1T ]
N= # schon belegte Semmeln

1 2 3 4 5
1‘1 0 0 0 0 0

(=]

Rest der Tabelle: Zeile 2 nach unten kopieren

a8 [ c [ b [ E [ F &6 [ H [ 1 |
N= # schon belegte Semmeln

1 2 3 4 5 6
1| 1 0 0 0 0 0
2/ 0,167 0,833 0,000 0,000 0,000 0,000!

Ergebnis: Die Nullen besser dargestellt

Al B [ ¢ [ b [ E [ F [ & [ H [ 1T ]
N= # schon belegte Semmeln

1 2 3 4
1 0 0 0
0,167 0,833 0 0
0,028 0,417 0,556 0
0,005 0,162 0,556 0,278
0,001 0,058 0,386 0,463 0,093
0,000 0,020 0,231 0,502 0,231 0,015
0,000 0,007 0,129 0,450 0,360 0,054
0,000 0,002 0,069 0,365 0,450 0,114
0,000 0,001 0,036 0,278 0,497 0,189
0,000 0,000 0,019 0,203 0,506 0,272

o oo on
oo 0o ot

Rosinen
QWO NGOUAEWUNR

=

Abb. 5: lllustrationen zur Implementierung in EXCEL

Losungen der Aufgaben in Excel

Einige der Losungen erhdlt man direkt aus der
Tabelle in Abb. 6. Fiir die erwartete Zahl der
Rosinen, die man benétigt, damit alle N = 6
Semmeln wenigstens mit einer Rosine belegt sind
(Aufgabe 5), betrachten wir die Spalte 6 in Abb. 6.
Diese gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit der
Knoten (n, 6) besucht wird. Die Nullen in den
ersten fiinf Zeilen sind einsichtig, weil man mit
weniger als 6 Rosinen nicht alle 6 Semmeln
belegen kann. Das Ereignis, dass bei n = 6 Rosi-
nen alle Semmeln belegt sind, hat eine Wahr-
scheinlichkeit von 0,015 (aus Spalte 6). Bei n = 7
Rosinen schon alle Semmeln belegt zu haben, hat
eine Wahrscheinlichkeit von 0,054 (der direkt
darunter liegende Wert in Spalte 6). Zieht man den
vorhergehenden Tabellenwert ab, d. h.,

0,054 - 0,015 = 0,039,

so erhélt man gerade die Wahrscheinlichkeit, bei
Zuteilung der 7. Rosine auf die Semmeln erst-
malig alle Semmeln zu belegen. In der gleichen
Weise kann man alle Differenzen iibereinander
liegender Werte in Spalte 6 interpretieren. Diese
Wabhrscheinlichkeiten werden in Spalte P fest-
gehalten.

Nun definiert man dazu eine Zufallsvariable X wie
folgt: Die Zufallsvariable erhdlt als Wert die
Nummer jener Rosine, bei deren Zuteilung man in
der Irrfahrt erstmalig die Spalte 6 erreicht.

Man kann bei dieser Zufallsvariablen von der
Anzahl benétigter Rosinen sprechen, damit alle
Semmeln belegt sind. Interpretiert man die Auf-
teilung der Rosinen auf die Semmeln hinterein-
ander als Zeittakt, so kann man auch von der
Wartezeit X sprechen, bis alle Semmeln belegt
sind.
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N = Zahl Semmeln

n 6
Anzahl Anzahl schon belegter Semmeln P E(X) E(X?) JV(X)
Ros 1 2 3 4 5 6 P(X=n) n*P(X=n) n**P(X=n)
1 1 0 0 0 o a
2| o167 0833 0 o |Diese Diagonale: 0,000 0,000 0,000
3| 0,028 0417 0556 o [ LOsung von #2 0,000 0,000 0,000
4 0,005 0,162 0,556 0,278 € o 0 0,000 0,000 0,000
5 0,001 0,058 0,386 0,463 0,093 0 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,020 0,231 0,502 0,231 0,015 0,093 0,556
7 0,000 0,007 0,129 0,450 0,039 0,270 1,890
8 0,000 0,002 0,069 0,365 0,114 0,060 0,480 3,841
9 0,000 0,001 0,036 0,278 0,189 0,075 0,675 6,076
34 0,000 0,000 0,000 0,000 0,012 0,988 0,002 0,083 2,809
35 0,000 0,000 0,000 0,000 0,010 0,990 0,002 0,071 2,482
36 0,000 0,000 0,000 0,008 0,992 0,002 0,061 2,190
37 0,000 0,000 0,000 0,007 0,993 0,001 0,052 1,928
38 0,000 0,000 0,000 0,006 0,994 0,001 0,045 1,695
65 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,001 0,036
66 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,000 0,000 0,031
n=N mindestens 99%
Losung von #4 Losung von #1 1,00 4,70 254,89 6,24
Einige Zeilen sind ausgeblendet %
Erwartungswert Standardabweichung

Losung von #5

zu Lésung von #5

Abb. 6: Das rekursiv berechnete Tableau mit Zusatzspalten fir den Erwartungswert

Die erwartete Anzahl der Rosinen, die benotigt
werden, damit man alle Semmeln belegt hat, ist
daher der Erwartungswert der eben festgelegten
Zufallsvariablen X.

In der Sprache der Sammelbilder ist diese Zufalls-
variable gerade die Wartezeit auf die vollstandige
Serie, das ist die Anzahl der Bilder, die erforder-
lich ist, damit man alle verschiedenen Bilder der

Diese Verteilung der Wartezeit kann man in Abb.
7 betrachten. Aus Spalte P in Abb. 6 erhilt man
mit Hilfe von Spalte E(X) den Erwartungswert
als Summe, mit Hilfe von Spalte E(X?) den ent-
sprechenden Erwartungswert des Quadrats, und
mit dem Verschiebungssatz fiir Varianzen erhalt
man die Varianz

als

Serie in seinem Sammelalbum hat.

V(X)

E(X*) - (E(X))~
Die Wurzel daraus ist die Standardabweichung.

0,10

0,05

0,00

Verteilung der "Wartezeit" - Benétigte Rosinen, damit alle Semmeln "belegt" sind -

Losung #3

E(X)
Losung #5

99%-Punkt
Losung #1

10

20

30

40

50

Abb. 7: Die Verteilung der Wartezeit mit ihnren Parametern als Lésung der Aufgaben
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AbschlieBRende Bemerkungen

Henze (2003, 193ff) diskutiert das Thema sehr
ausfiihrlich und in einer noch allgemeineren Form,
wobei er explizite Formeln fiir die Verteilung und
die Momente der ,,Wartezeit” mit doch noch rela-
tiv elementaren Mitteln (der Siebformel) mathe-
matisch herleitet.

Der in der vorliegenden Arbeit vorgestellte rekur-
sive Ansatz ist allgemeiner als man zunéchst viel-
leicht vermuten wird. Mit derselben Methode kann
man die Binomialverteilung als Irrfahrt (im Pas-
calschen Dreieck) herleiten.

Viele andere kombinatorische Probleme haben
eine rekursive Variante, die viel leichter einer
Losung zugénglich ist als die statische. Der rekur-
sive Ansatz ldsst viele Aufgabenstellungen l6sen,
ohne dass man auf das eigentliche Problem ein-
geht. Verwiesen sei hier nur auf die "Tiirme von
Hanoi" oder auf die rekursive Bestimmung des
grofften gemeinsamen Teilers von zwei ganzen
Zahlen (siche etwa Hartmann 2006). Fiir die
Implementierung des Losungswegs in einer Soft-
ware ergeben sich nicht nur Vereinfachungen,
sondern auch Einsparung von Ressourcen, insbe-
sondere auch von Rechenzeit.

Ein Excel-File sowohl mit der Losung fiir N = 6
Zellen (Semmeln) als auch fiir allgemeines N fiir
alle angesprochenen Aufgaben finden Sie im Ver-
weis des Autors auf eine Internetquelle.
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Kann man ethisch vertreten, dass eine Gruppe ein Placebo statt einer zielgerichteten Behandlung erhalt?

MANFRED BOROVCNIK

Als drastisches Beispiel sei hier an eine Migranestudie erinnert, in der zwei neue Medikamente Erfolgsraten von 41 und 42% erzielten.
Das hocherfreuliche Ergebnis wird jedoch deutlich entwertet, wenn man weil3, dass in derselben Studie die Erfolgsrate in der Placebo-
Gruppe bei 38% lag. Der Erfolg einer neutralen, als zielgerichteter Behandlung vorgegebenen MaRnahme ist als Placebo-Effekt bekannt
geworden. Erst wenn die Wirkung einer Behandlung Uber diesen Effekt hinausgeht, ist sie als gezielte MalRnahme zu vertreten. Ein
Experiment ist wertlos hinsichtlich der Beurteilung des Erfolgs, wenn keine Kontrollgruppe mit Placebo gefuhrt wird. Nur mit einer
Kontrollgruppe kann man die Frage beantworten: Ist der Behandlungserfolg besser als Placebo? Mit anderen Worten, man kann dann
beurteilen, ob es sich um eine gezielte Behandlungsmethode handelt, deren Erfolg tiber den Placebo-Effekt hinausgeht.

Gibt es fir die Behandlung der Krankheit einen medizinischen Standard, so wird man eine Placebo-Gruppe ethisch nicht vertreten kon-
nen. Man wird dann die Kontrollgruppe mit diesem “Standard“ behandeln. Ein Unterschied in der Zielgro3e lasst dann die Frage beant-

worten: /st die neue Behandlung besser als der derzeitige Standard?
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