Ein Vier-Schritt-Modell zur L6sung von Kombinatorik-Aufgaben
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Zusammenfassung: Im Folgenden wird ein transpa-
rentes, durch einen semantischen Zugang geprdgtes
Vier-Schritt-Modell vorgestellt, welches die Losung
gewisser Kombinatorik-Aufgaben durch selbststdin-
diges Bearbeiten erleichtern kann; dieses Modell
wird an Beispielen erldutert.

1 Einleitung

Innerhalb des Stochastik-Unterrichts in der Schule
(insbesondere in den Stufen 9/10 des Gymnasiums
und der Sekundarstufe 1I), aber auch innerhalb von
Ubungen zu Vorlesungen zur Elementaren Stochas-
tik und Seminaren zur Didaktik der Stochastik in der
Lehrerausbildung, taucht immer wieder das Problem
auf, kombinatorische Fragestellungen korrekt zu 16-
sen.

Auch dem mit der Materie Vertrauten wird es nicht
immer ganz leicht fallen, zu gegebenen Kombinato-
rikaufgaben ad hoc eine Losung anzugeben. Zu Be-
ginn einige Beispiele:

Aufgabe 1: Der Leiter eines Priifungsamtes muss
146 (vom Erstgutachter korrigierte) Klausuren einer
Abschlusspriifung auf vier Priifer (zwecks Erstellung
eines Zweitgutachtens) verteilen. Da die Priifer durch
andere Priifungen verschieden stark ausgelastet sind,
wird Folgendes vereinbart: Es soll Priifer 1 genau
53 Klausuren, Priifer 2 genau 37 Klausuren, Priifer
3 genau 20 Klausuren, Priifer 4 genau 36 Klausuren
begutachten.

Wie viele Moglichkeiten der Verteilung der Klausu-
ren auf die vier Priifer gibt es?

Aufgabe 2: Eine Limonadenfirma bietet ihre Limo-
nade in genau vier Geschmacksrichtungen an.

Der Chef des Getrankemarktes stellt sich folgende
Frage: Wie viele verschiedene Moglichkeiten hat
ein Kunde, eine 24-Flaschen-Kiste mit Limonade-
flaschen dieser Firma zu fiillen?

Aufgabe 3: Stellen Sie sich vor, Sie miissten innerhalb
der zweiwertigen Aussagenlogik eine Wahrheitstafel
fiir eine gewisse Verkniipfung von vier Aussagen
A, B, C, D aufstellen. Wie viele Zeilen wiirde diese
Wahrheitstafel umfassen?

Aufgabe 4: Vier Tagungsteilnehmer fragen bei einem
Tagungshotel nach Einzelzimmern an. Der Hotelier
hat noch acht freie Einzelzimmer. Wie viele Mog-

lichkeiten gibt es, die vier Hotelgéste auf die acht
Einzelzimmer zu verteilen? Dabei ist es dem Ho-
telportier wichtig zu wissen, welcher Gast welches
Zimmer belegt.

Ziel dieses Artikels ist es, als didaktisches Werk-
zeug zur Losung von gewissen Kombinatorik-
Aufgaben ein 4-Schritt-Modell zu présentieren,
welches sehr stark durch einen inhaltlichen Zugang
geprigt ist: Zu der Losung einer gegebenen Kombi-
natorik-Aufgabe gelangt man, indem man sukzessi-
ve bei jedem dieser Schritte gewisse Arbeitsauftrige
mittels sachorientierter Uberlegungen bearbeitet.

In Kapitel 2 wird zur Orientierung eine knappe
Ubersicht {iber Kombinatorik-Figuren gegeben: Als
mathematische Grundlage werden in einer knappen
Sachanalyse diese Figuren kurz vorgestellt und die
fiir sie in der Literatur benutzten verschiedenen Be-
zeichnungen angegeben.

AnschlieBend werden drei unterschiedliche didakti-
sche Positionen beziiglich der Losung von Kombi-
natorik-Aufgaben besprochen. Im letzten Teil des
Kapitels wird schlielich kurz auf einen inhaltlichen
Aspekt bei Kombinatorik-Aufgaben eingegangen.

In Kapitel 3 wird das angesprochene 4-Schritt-
Modell prisentiert. Die ersten drei Schritte sind
ginzlich auf der inhaltlichen Ebene angesiedelt,
d. h., sic kommen vollig ohne den mathematischen
Kalkiil aus (welcher erst im vierten Schritt zum Tra-
gen kommt). Die Schrittfolge des Modells wird dann
an Beispielen verdeutlicht; die Grenzen der Benutz-
barkeit des Modells werden diskutiert.

2 Kombinatorik-Figuren und
Kombinatorik-Aufgaben

2.1 Vier Grundfiguren der
Kombinatorik

Ausgangspunkt bei kombinatorischen Fragestellun-
gen ist immer eine endliche Menge M, aus deren
Elementen man endliche Zusammenstellungen von
Elementen aus M bildet. Formal gesprochen bedeutet
das: Ist M = {al,...,an} eine beliebige Menge mit n
Elementen, so bildet man endliche Zusammenstel-
lungen von Elementen von M.
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Wir wollen solche Zusammenstellungen von & Ele-
menten aus M als Zusammenstellungen der Lén-
ge k oder (wie iiblich) als Stichproben der Léinge
k bezeichnen.

Der Einfachheit halber sei im Folgenden unsere
Grundmenge immer durch M = {1,...,n} gegeben.
Falls k > n ist, gibt es in allen zugehorigen Stichpro-
ben der Linge k& Wiederholungen von Elementen
aus M.

Falls k < n ist, konnen (miissen aber nicht) in einer
zugehorigen Stichprobe der Lange & Wiederholun-
gen von Elementen aus M auftauchen.

Um Ordnung in die Vielzahl der mdglichen Stichpro-
ben zu einer beliebig vorgegebenen Zahl ke (k> 2)
zu bringen, stellt man die beiden Basisfragen der
Kombinatorik:

(K1) Darfesin der Stichprobe Wiederholungen
von Elementen geben? (ja/nein)

Ist die Reihenfolge der Elemente der Stich-
probe zu beachten? (ja/nein)

(K2)

Die Beantwortungen dieser beiden Grundfragen
determinieren vier Félle, welche in dem folgenden
Schema zusammengefasst sind.

(mW|RD) (oW|RD)
(mW|Rnb) |(oW|Rnb)
Die Bedeutung dieser Abkiirzungen ergibt sich aus
der folgenden Tabelle.

(mW|Rb) | Stichproben, bei denen sich
Elemente wiederholen diirfen und

die Reihenfolge der Elemente zu
beachten ist.

Stichproben, bei denen sich Elemente
nicht wiederholen diirfen und

die Reihenfolge der Elemente zu
beachten ist.

Stichproben, bei denen sich
Elemente wiederholen diirfen und die
Reihenfolge der Elemente nicht zu
beachten ist.

Stichproben, bei denen sich Elemente
nicht wiederholen diirfen und die
Reihenfolge der Elemente nicht zu
beachten ist.

(oW|Rb)

(mW|Rnb)

(oW|Rnb)

Bezogen auf die Grundmenge M = {1,. . .,n} lassen
sich in jedem dieser vier Félle die Mengen von Stich-
proben der Lange k& ibersichtlich notieren:

Im Fall (mW|RD):
Q ={(a1 ,...,ak)| aiE{l,...,n},lsisk},

im Fall (oW|RD):
Q, ={(al ,...,ak)| aiE{l,...,n},lsisk,

ai#ajﬁ:ﬂ’laéj}

im Fall (mW|Rnb):

Q, ={(al ,...,ak)| aiE{l,...,n},lsisk,
a,<a, ﬁiri<j}

im Fall (oW|Rnb):

Q, ={(a1 ,...,ak)| aiE{l,...,n},lsisk,

a,<a; furz<J}

Bei den Féllen (mW|Rnb) und (oW|Rnb) sind & -Tu-
pel notiert, deren Einzeleintrage nach Grofe sortiert
sind — und zwar aufsteigend. Damit wird der Tatsa-
che Rechnung getragen, dass man Zahlen, wenn die
Reihenfolge nicht wichtig ist, im Normalfall der Gro-
3e nach anordnet.

In jedem dieser vier Fille gibt es wohlbekannte For-
meln zur Bestimmung der jeweiligen Anzahl von

Stichproben der Linge & .

Figur (mW|Rb): @[ =n'
!
Figur (0W[Rb): 2] = (n f k)!
. n+k-1
Figur (mW/|Rnb): || = ( i )
Figur (oW|Rnb): |Q4| = (Z)

Beweise fiir die Formeln fiir die einzelnen Kom-
binatorik-Figuren findet man etwa bei Kiitting/
Sauer (2008, Kapitel 11 6.3).

Fiir den Leser kann es niitzlich sein, wenn die unter-
schiedlichen Bezeichnungen, welche in der Literatur
fiir diese vier Figuren benutzt werden, innerhalb ei-
ner kurzen Liste gegeniibergestellt werden.




Figur [ (mW|RD) (oW|Rb) (mW|Rnb) (oW|Rnb)
Notation
Notation |Permutationen Permutationen Kombinationen Kombinationen
I mit Wiederholung ohne Wiederholung mit Wiederholung ohne Wiederholung
Notation |Geordnete Geordnete Ungeordnete Ungeordnete
II Stichproben Stichproben Stichproben Stichproben

mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen

Notation | Variationen Variationen Kombinationen Kombinationen
I mit Wiederholung ohne Wiederholung mit Wiederholung ohne Wiederholung

Ein Beispiel

fiir die Benutzung der Notati-

onsform [ liefert Henze (2008, Kapitel 8). So-
wohl Engel (1987, Abschnitt 0.3.4) als auch
Kiitting/Sauer (2008, Kapitel II 6.3) bedienen sich
der Notationsform II. Sehr nahe an Notationsform II
ist auch Krengel (2003, § 1.2): Er benutzt die Ter-
mini ,,in/ohne Reihenfolge mit/ohne Zuriicklegen®.
Sowohl Ineichen (1984, Teil 3, Kapitel 1) als auch
Selter/Spiegel (2004) arbeiten mit der Notationsform
III; das Lexikon fiir Stochastik erldutert die Kombi-
natorik ebenfalls mittels der Notationsform III (Miil-
ler 1991, Artikel Kombinatorik).

Man erkennt, dass es keine kanonische Notationsform
fiir die obigen vier Kombinatorik-Figuren gibt. Das
ist sicherlich aus didaktischer Sicht kein angenehmer
Status, denn Schiiler bzw. Studierende, welche die
Inhalte der Kombinatorik nach dem einen Werk mit
Notation X gelernt haben, werden mdglicherweise in
gewisse Verwirrung gestiirzt, wenn sie die Inhalte der
Kombinatorik in einem anderen Werk mit Notation Y
nachschlagen.

Zur Modellierung der vier Grundfiguren der Kom-
binatorik werden im Allgemeinen zwei Modelle be-
nutzt:

= Urnenmodell: In einer Urne befinden sich n Ku-
geln (also K,...,K,); es wird k mal gezogen.
Die Fragen lauten dann: Erfolgt das Ziehen einer
Kugel mit oder ohne Zuriicklegen? Ist die Rei-
henfolge der gezogenen Kugeln zu beachten oder
nicht zu beachten?

= Alphabetmodell: Es gibt n Zeichen (also
Z,....,Z )und k Plitze, auf denenk dieser n
Zeichen platziert werden sollen. Die Fragen lau-
ten dann: Darf es Wiederholungen von Zeichen
geben oder nicht? Ist die Reihenfolge der Zei-
chen zu beachten oder nicht zu beachten?

2.2 Eine weitere Kombinatorik-Figur

Oft wird in der Literatur noch eine weitere Kombina-
torik-Figur explizit herausstellt.

Bei dieser Figur stellt sich die Ausgangslage et-
was anders dar: Gegeben ist eine Grundmenge
M = {Z1 yeo .,Zn} mit n Elementen (man spricht auch
von Zeichen), und man mochte nun zu einer beliebig
vorgegebenen Zahl k € (k > 2) aus den Elementen
von M Stichproben der Lénge & bilden — allerdings
unter der Voraussetzung, dass in einer solchen Stich-
probe die Elemente aus M mit vorgegebenen Viel-
fachheiten auftreten sollen und die Summe dieser
Vielfachheiten genau gleich £ sein soll.

Formal gesprochen: Man gibt eine Menge
M ={Z,...,Z,} mit n Zeichen, eine Zahl ke (k>2)
und Zahlen k;e (k,> 1, 1 <i<n) vor — wobei die Zah-

len k; die Vielfachheiten der Zeichen Z, angeben

und Z k, = k gelten muss. Dann sollen — unter diesen
i=1

Bedingungen — Stichproben der Lange & betrachtet

werden, in denen die Zeichen Z, eben genau k, mal

vorkommen sollen.

Es gilt, dass die Anzahl solcher Stichproben genau

_ K ist.
kl-...-k,!
Die Herleitung dieser Formel geschieht iiblicher-
weise mittels der Formeln von anderen Kombinato-
rik-Figuren; in Kiitting/Sauer (2008, Kapitel 11 6.4)
werden zwei Wege beschrieben — zum einen durch
Benutzung der Figur (oW|Rb), zum anderen durch
Benutzung der Figur (oW|Rnb).

Ein bekanntes Beispiel zu solchen Stichproben ist
eine Aufgabenstellung zum Skatspiel: Man fragt
nach der Anzahl der Moglichkeiten, zu Beginn eines
Spiels die 32 Karten auf die drei Spieler 4,5,C und
den ,,Stock® S zu verteilen.




Die Grundmenge ist hier M = {A,B,C S } .

Es gibt 32 ,,Plitze®, namlich die 32 Karten
| Kreuz-As | ... | Kreuz-Sieben |

| Pik-As | ... | Pik-Sieben |

| Herz-As | ... | Herz-Sieben |

| Karo-As | ... | Karo-Sieben |

Aus den Elementen von M miissen also Stichproben
der Lange k =32 gebildet werden, wobei die Viel-
fachheit der Elemente A4,B,C jeweils 10 ist (d. h.
k, =k, = k; =10) und die Vielfachheit von S gleich
2ist (d. h. k, =2). Es ist offenbar

ikl. =32.
i=1

Die Anzahl der Ausgangskonfigurationen beim Skat-
spiel ist somit

32!
—————————=2.753.294.408.504.640.
101010 2!
Zur Modellierung dieser weiteren Figur der Kom-
binatorik werden im Allgemeinen ebenfalls die er-
wihnten zwei Modelle (Urnenmodell, Alphabetmo-
dell) benutzt — und zwar mit den nachfolgenden Mo-
difikationen:

* Urnenmodell: In der Urne befinden sich &
Kugeln aus n Kugelsorten, wobei Kugeln der
gleichen Sorte gleich beschriftet sind — und zwar
gibt es &, (ki 21) Kugeln der Sorte i, wobei

1<i<n, und es gilt Zki =k. Aus dieser Urne
i=1

werden nacheinander alle Kugeln (ohne Zuriick-
legen) gezogen.

=  Alphabetmodell: Man hat n Zeichen, aus de-
nen Worter der Linge k£ gebaut werden sol-
len (wobei das Zeichen i mit der Vielfachheit
k, (kl. >lund 1<i< n) vorkommen soll und

>k, =k gelten muss.
i=1

Wenn diese Kombinatorik-Figur in der Literatur be-
handelt wird, wird sie {iblicherweise mit dem Namen
Permutationen mit Wiederholungen bezeichnet, etwa
im Lexikon fiir Stochastik (Miiller 1991, Artikel Kom-
binatorik) und bei Selter und Spiegel (2004).

Damit kann es an dieser Stelle terminologisch recht
kompliziert werden: Der Terminus Permutationen mit
Wiederholungen ist nicht vertriglich mit der Notations-
form I, denn wenn man fiir die ersten vier Kombinato-
rik-Figuren die Notationsform I benutzt, so ist dieser
Terminus ja bereits fiir die Figur (mW|Rb) reserviert.

In der erwihnten Literatur, die diese Kombinatorik-Fi-

gur (also Permutationen mit Wiederholungen) behan-
delt, wird deshalb auch die Notationsform III benutzt.

(Dadurch, dass dieser Name Permutationen mit Wieder-
holungen bei unterschiedlichen Autoren unterschiedli-
che Bedeutung hat (je nachdem ob Notationsform I
oder Notationsform III benutzt wird), kann bei Schiilern
bzw. Studierenden durchaus eine gewisse Begriffsver-
wirrung entstehen — ndmlich dann, wenn sie zwei Bii-
cher benutzen oder zwei Lehrende haben, welche die
unterschiedlichen Notationsformen I und III benutzen.)

Benutzt man fiir die ersten vier Kombinatorik-Figuren
die in Kapitel 2.1 vorgeschlagenen Bezeichnungen
und mochte die erwéhnte weitere Kombinatorik-Figur
in die Betrachtungen mit einbeziehen, kann man die
Stichproben dieser weiteren Figur nun—um einheitliche
inhaltsbezogene Bezeichnungen zu haben — als Stich-
proben, bei denen sich die Elemente mit vorgegebenen
Anzahlen wiederholen, bezeichnen; als Namenskiirzel
bietet sich (mW|vA) an, wobei mW ,,mit Wiederholun-
gen“ und VA ,,vorgegebene Anzahlen® bedeutet.

(mW|vA) |Stichproben, bei denen sich die
Elemente mit vorgegebenen Anzahlen

wiederholen.

Eine weitere Bemerkung: Bei der Kombinatorik-Figur
(oW|Rb) kann (und muss) man den Spezialfall £ = n
betrachten, d. h., es geht bei diesem Spezialfall um
Stichproben, die aus allen Elementen der Grundmen-
ge (ohne Wiederholung dieser Elemente) bestehen.
Bildlich gesprochen geht es um die Anordnungen
von 7 unterscheidbaren Objekten auf n Plétzen. In
diesem Fall wird in der Literatur von Permutationen
ohne Wiederholungen gesprochen — etwa im Lexikon
fiir Stochastik (Miiller 1991, Artikel Kombinatorik)
und bei Selter und Spiegel (2004).

Es wird hier dafiir pladiert, dieser (wenn man will:
sechsten) Kombinatorik-Figur keinen eigenen Na-
men zu geben, sondern sie immer als einfachen Spe-
zialfall der Figur (oW|Rb) zu sehen.

Hinweis:

Im nachfolgenden Text wird sowohl auf die vier Ba-
sisfiguren der Kombinatorik (Kapitel 2.1) als auch
die angesprochene weitere Kombinatorik-Figur (Ka-
pitel 2.2) Bezug genommen. Zur Abkiirzung werden
dabei nur noch die Kurzformen der Namen dieser
Kombinatorik-Figuren verwandt, also:

(mW]|Rb)
(oW|Rb)
(mW|Rnb)
(oW|Rnb)
(mW|vA)




2.3 Die Losung von Kombinatorik-
Aufgaben im Unterricht

Generell sind in der Mathematik-Didaktik zwei sehr
unterschiedliche Konzeptionen zur Losung gegebe-
ner Kombinatorik-Aufgaben vertreten worden.

Gegenwartiges Konzept: Nutzung funda-
mentaler Ideen/Strategien
[Methode 1]

Diese Methode vertritt den Standpunkt, dass zur Lo-
sung gegebener Kombinatorik-Aufgaben ein Grund-
stock von drei Fundamentalprinzipien ausreichend
ist. Diese Basisprinzipien seien einleitend kurz ge-
nannt (siche dazu etwa auch Hefendehl-Hebecker/
Torner [1984, Kapitel 3].

(1) Allgemeines Zéhlprinzip (AZP)

Sind A4,,....4

|4, x...x 4,

endliche

Arl

Mengen, so gilt

n

=|4]-...-

Diese Regel wird wie folgt genutzt:

Besteht ein Zufallsexperiment aus n Teilexperimen-
ten, die nacheinander und unabhingig voneinander
ausgefiihrt werden, und gibt es k, mogliche Ergeb-
nisse bei Teilexperiment i (wobei 1<i<n), so hat
das Zufallsexperiment insgesamt k&, -...-k, mogliche
Ergebnisse.

Dieses Prinzip wird oft auch Produktregel genannt.
(2) Identifikationsregel (IR)

Seien 4 und B zwei endliche Mengen und
sei f:A— B eine surjektive Abbildung mit

f~(y)=c firjedes y B, dann gilt |B|=H
: , -

Ein schones Beispiel fiir die Nutzung dieser Regel ist
die Herleitung der Formel zur Figur (oW|Rnb):

Hier ist A die Menge der Stichproben vom Umfang
k , beil denen sich die Elemente nicht wiederholen
diirfen und die Reihenfolge der Elemente zu beachten

n!

(n - k) I
Man ist interessiert an der Méchtigkeit der Menge B,
die aus solchen Stichproben vom Umfang & besteht,
bei denen sich die Elemente nicht wiederholen diir-
fen und die Reihenfolge der Elemente nicht zu be-
achten ist. Da bei den Tupeln aus B die Reihenfolge
der Elemente nicht von Interesse ist, miissen jeweils
alle in A4 liegenden k! Reihenfolgen der Elemente
eines solchen Tupels aus B identifiziert werden. Die
Abbildung f bildet also alle in 4 liegenden k! Rei-
henfolgen der Elemente eines solchen Tupels aus B

ist. Es gilt [Formel fiir Figur (oW|RDb)]: |A| =

auf dieses Tupel aus B ab. Das bedeutet: Es muss

durch k! dividiert werden. Also
n!

-t L)

! k! k)
Diese Regel wird (wegen des Vorgangs des Teilens)
auch Quotientenregel genannt.
(3) Summenregel

Sind 4,,..., 4, paarweise disjunkte endliche Mengen,
Ua|=3 ]l

Dieses Prinzip ist immer anwendbar, wenn eine ge-
gebene Kombinatorik-Aufgabe in mehrere sich ge-
genseitig ausschlieBende, aber jeweils in sich voll-
standige Teilaufgaben zerlegt werden kann.

so gilt

Der Nutzen dieser drei Prinzipien ist offensichtlich:
Schon zwei dieser Prinzipien reichen aus, um die
Formeln zu vier der oben genannten Kombinatorik-
Figuren zu beweisen.

Hier eine Ubersicht:

Kombinatorik-Figur Beim Beweis benutzte
Prinzipien
(mW]|RD) AZP
(oW|Rb) AZP
(mW|Rnb) Codierung + IR
(oW|Rnb) IR
(mW|[vA) IR (mehrfach)

Die Grundfiguren der Kombinatorik ergeben sich
also als Spezialfille der genannten Fundamentalprin-
zipien.

Einzig bei der Herleitung der Formel fiir die Figur
(mW|Rnb) braucht man zusétzlich noch ein gewis-
ses Codierungsverfahren (siehe etwa Kiitting/Sauer
[2008, Kapitel II 6.3]).

Die didaktische Idee bei dieser Methode 1 liegt darin
(Hefendehl-Hebecker/Torner [1984, 247]), dass die
drei genannten Prinzipien als primére iibergeordnete
Grundfahigkeiten zur Losung beliebiger Kombinato-
rik-Aufgaben gesehen werden: Mit ihrer Hilfe kann
— mit Ausnahme von Aufgaben, die zur Kombinato-
rik-Figur (mW|Rnb) fithren, — jede gegebene Kombi-
natorik-Aufgabe gelost werden. Beziiglich der Figur
(mW|Rnb) gilt, dass sie entweder separat behandelt
werden kann oder ganz weggelassen werden kann.

Beim Unterricht zur Kombinatorik bilden die Grund-
figuren der Kombinatorik also nicht die Grundlage,
sondern treten (bis auf [mW|Rnb]) als wichtige Spe-
zialfdlle der genannten Prinzipien auf.




Klassisches Konzept:
Behandlung der Grundfiguren der Kom-
binatorik [Methode 2]

Die klassische Behandlung der Kombinatorik-Figu-
ren folgt der Notation III: Es werden sechs Grund-
figuren behandelt (Variationen, Kombinationen,
Permutationen jeweils mit und ohne Wiederholung)
und anschlieend solche Aufgaben gestellt, die direkt
zu einer dieser sechs Grundfiguren fithren. Die drei
bei Methode 1 angesprochenen Prinzipien sind hier
lediglich Hilfsmittel zur Gewinnung der Formeln
zu den Kombinatorik-Figuren und sind nicht wie
bei Methode 1 die libergeordneten Grundprinzipien
(Grundfihigkeiten).

Aus didaktischer Sicht ist Methode 2 klar abzulehnen.
Wie Hefendehl-Hebecker/Torner (1984, 247) konsta-
tieren und belegen, ist dieser Weg ,,fachlich gesehen
antiquiert und prégt sich zudem nicht leicht ein®.

In diesem Artikel wird die Mdglichkeit erwogen,
einen dritten Weg zu gehen. Bei dieser Konzeption
geht es darum, im Unterricht

* deutlich die genannten drei Fundamentalprin-
zipien herauszustellen und zur Lésung von sol-
chen Aufgaben, die nicht direkt zu den Grundfi-
guren fithren, zu nutzen,

e die Grundfiguren der Kombinatorik zu behan-
deln — aber nicht die sechs bei Methode 2 ge-
nannten Figuren, sondern nur fiinf dieser Figu-
ren (siehe Kapitel 2.1 und 2.2),

e fiir die behandelten fiinf Figuren inhaltsbezo-
gene (bedeutsame), sich leicht einprigende Be-
zeichnungen zu nehmen.

Falls im Unterricht (sei es in der Schule oder in
der Lehrerausbildung) dieser dritte Weg gegangen
wird, kann das nachfolgend in Kapitel 3 angegebene
4-Schritt-Modell zur Lésung von solchen Kombina-
torik-Aufgaben, welche direkt zu einer dieser fiinf
behandelten Grundfiguren fiihren, niitzlich sein.

2.4 Die Praxisrelevanz von
Kombinatorik-Aufgaben

,Ein Makel vieler Aufgaben besteht darin, dass sie
nur scheinbar wirklichkeitsnah, im Grunde genom-
men aber unrealistisch sind.” (Hefendehl-Hebecker/
Torner [1984, 260]).

Diese Kritik trifft sicherlich schon auf die Aufgabe
1 der Einleitung zu: Die Frage ist berechtigt, ob die
Losung dieser Aufgabe iiberhaupt irgendjemanden
(mit Ausnahme des Leiters des Priifungsamtes) inte-
ressiert.

Man kann davon sprechen, dass hier eine mehr oder

weniger kiinstliche Einkleidung der Losungsformel
fiir Aufgaben des Typs (mW|vA), vorliegt.

In jedem Fall miissen allzu kiinstliche Einkleidungen
vermieden werden (wie sie etwa bei den folgenden
Aufgaben vorhanden sind: ,,10 Biicher sollen zufil-
lig auf 4 Schiiler verteilt werden, wie viele Mdglich-
keiten gibt es dafiir? oder ,,Wie viele Moglichkeiten
gibt es fiir einen Trainer, die elf Spieler einer FuB3-
ballmannschaft auf den moglichen Spielpositionen
einzusetzen?*).

Eine solche Realititsferne hemmt die Entwicklung
einer positiven Einstellung beziiglich der Niitzlich-
keit von Mathematik; als Folge kann sich auf Schii-
lerseite das Bild der Mathematik als eine weltfremde
Wissenschaft verfestigen.

Bei der Auswahl der Aufgaben fiir den Unterricht
sollte somit auch dieser inhaltliche Aspekt (also die
Alltagsrelevanz von Aufgabenstellungen) beriick-
sichtigt werden.

3 Das 4-Schritt-Modell zur
Losung von Kombinatorik-
Aufgaben

Im vorliegenden Kapitel wird — wie angekiindigt —
ein 4-Schritt-Modell angegeben, das sich als eine
mogliche Losungsmethode bei der Bearbeitung von
gewissen Kombinatorik-Aufgaben bewédhrt hat. Die-
ses Modell wird mittels Beispielen erldutert. An-
schlieBend geht es um die praktische Anwendung
dieses Modells im Unterricht.

Zwei Vorbemerkungen:

(1) Es sei noch einmal deutlich gesagt, dass das hier
vorgestellte 4-Schritt-Modell dann im Unterricht (sei
es in der Schule oder der Lehrerausbildung) zum Tra-
gen kommen kann, wenn die fiinf in Kapitel 2.1 und
2.2 besprochenen Kombinatorik-Figuren behandelt
worden sind — und zwar etwa im Rahmen eines me-
thodischen Konzepts, wie es am Ende von Kapitel
2.3 mit dem Vorschlag des Vollziehens eines dritten
Weges angedeutet worden ist.

(2) Das vorgestellte 4-Schritt-Modell findet sich in
Kurzform auch bei Kiitting/Sauer (2008, Kapitel 11
6.5). Anders als dort sollen hier auch Mdglichkeiten
und Grenzen bei der Anwendung des Modells in der
Schule besprochen werden. Insbesondere soll hier
deutlich gemacht werden, dass das 4-Schritt-Modell
nur eine Option zur Lésung von Kombinatorik-Auf-
gaben ist und dass es selbstverstindlich alternative
Wege zur Losung solcher Aufgaben geben kann.




3.1 Exploration einer Schrittfolge
zur Losung von Kombinatorik-
Aufgaben

Schritt 1:
Notation von Stichproben-Beispielen

Hier geht es darum, flir die in der Aufgabe gegebe-
ne Sachsituation selbststindig passende Stichproben
(also konkrete der Aufgabenstellung gentigende Er-
gebnisse) als spezielle Losungen anzugeben. Damit
wird die Basis fiir ein Verstindnis der Aufgabenstel-
lung gewonnen.

Schritt 2:
Kldrung entscheidender Fragen

Dieser Schritt ist sehr wichtig. Es geht darum, die
drei folgenden Basisfragen zu beantworten:

(K1)  Sind in der Stichprobe Wiederholungen von
Elementen erforderlich? (ja/nein)

(K2) Ist die Reihenfolge der Elemente der Stich-
probe zu beachten? (ja/nein)

(K3)  Sind Vielfachheiten von Elementen vorgege-
ben? (ja/nein)

Mithilfe dieser drei Grundfragen kann der folgende
Entscheidungsbaum durchlaufen werden.

Start:  Frage (K1).

(A) Falls die Antwort auf (K1) ,,nein* ist, folgt
Frage (K2).

(A.1)  Falls die Antwort auf (K2) ,,ja* ist, liegt die
Kombinatorik-Figur (oW|RD) vor.

(A.2)  Falls die Antwort auf (K2) ,,nein® ist, liegt
die Kombinatorik-Figur (oW|Rnb) vor.

(B) Falls die Antwort auf (K1) ,,ja“ ist, folgt
Frage (K3).

(B.1)  Falls die Antwort auf (K3) ,,ja“ ist, liegt die
Kombinatorik-Figur (mW|vA) vor.

(B.2) Falls die Antwort auf (K3) ,,nein* ist, folgt
die Frage (K2).

(B.2.a) Falls die Antwort auf (K2) ,,ja* ist, liegt die
Kombinatorik-Figur (mW|Rb) vor.

(B.2.b) Falls die Antwort auf (K2) ,,nein® ist, liegt

die Kombinatorik-Figur (mW|Rnb) vor.

Das Vorgehen bei Schritt 2 ist im nachstehenden
Flussdiagramm iibersichtlich veranschaulicht.

Frage (K1)
nein ja
Frage (K2) Frage (K3)
ja nein ja nein
(oW|Rb) (oW|Rnb) (mWI|vA) Frage (K2)
ja nein
(mW|Rb) (mWRnb)




Schritt 3:
Ubertragung in ein Modell

An dieser Stelle sind zweli Fille zu unterscheiden.

Fall I: Hat sich bei Schritt 2 eine der ersten vier Kom-
binatorik-Figuren [also eine der Figuren (mW|RD),
(oW|Rb), (mW|Rnb), (oW|Rnb)] ergeben, geht es
jetzt darum, den gegebenen Sachverhalt in das Ur-
nennmodell oder das Alphabetmodell zu iibertragen,
d. h. genauer: die Parameter » und £ fiir die Formeln
zu bestimmen.

Die Fragen nach Wiederholungen und Relevanz der
Reihenfolge sind bereits bei Schritt 2 beantwortet
worden. Deshalb stellen sich jetzt — in Abhiangigkeit
von der Wahl des vom Schiiler/Studierenden gewéhl-
ten Modells — allein die beiden folgenden Fragen:

Im Urnenmodell:

— Wie viele Kugeln befinden sich in der Urne?
—  Wie oft wird gezogen?

Im Alphabetmodell:

— Wie viele Zeichen sind vorhanden?

— Wie viele Plitze stehen zur Verfiigung?

Fall II: Hat sich bei Schritt 2 die Kombinatorik-Figur
(mW|vA) ergeben, geht es jetzt darum, den gegebe-
nen Sachverhalt in ein passendes Urnenmodell oder
ein passendes Alphabetmodell zu libertragen, d. h.
genauer: die Parameter n, k und £, (1 <i< n) fiir die
Formel zu bestimmen.

In Abhéngigkeit von der Wahl des vom Schiiler/Stu-
dierenden gewihlten Modells stellen sich die drei
folgenden Fragen:

Im Urnenmodell:

— Wie viele Kugeln befinden sich in der Urne?
— Wie viele Kugelsorten sind vorhanden?
—  Wie viele Kugeln pro Kugelsorte hat man?

Im Alphabetmodell:

— Wie viele Zeichen sind vorhanden?

— Welche Linge sollen die Worter haben?

— Wie oft muss jedes Zeichen in einem Wort vor-
kommen?

Schritt 4:

Losung der Aufgabe mittels des Kalkiils

In diesem Schritt geht es nur noch darum, die Auf-
gabe mittels einer der zur Verfiigung stehenden For-
meln zu 16sen:

Bei Schritt 2 hat man die Kombinatorik-Figur her-
ausgefunden; bei Schritt 3 hat man

— 1m Fall I die Parameter » und & bestimmt;

— 1im Fall II die Parameter » und k& und die gegebe-
nen Vielfachheiten £, bestimmit.

Folglich kann man nun direkt eine der in Kapitel 2
angegebenen Formeln zur Berechnung der gesuchten
Anzahl benutzen!

Hinweis:

Natiirlich hat man bei Schritt 1 schon implizit die An-
zahl der Elemente der Grundmenge und auch impli-
zit die Anzahl der Elemente einer Ergebnissequenz
bestimmt. Insofern dient der Schritt 3 faktisch dazu,
sich nun auch explizit das n (also die Anzahl der Ele-
mente der Grundmenge) und das k (also die Anzahl
der Elemente einer Stichprobe) und im Fall der Figur
(mW|vA) die vorgegebenen Vielfachheiten klar zu
machen. Nur durch diese explizite Angabe der ent-
scheidenden Parameter mittels der Ubertragung in ei-
nes der moglichen Modelle wird sichergestellt, dass
es auch nicht zu Verwechslungen dieser Parameter 7
und £ kommen wird.

3.2 Beispiele zur Erlauterung des
4-Schritt-Modells

Wir wollen nun das Vorgehen bei der Losung von
Kombinatorik-Aufgaben mittels dieses Vier-Schritt-
Modells an zwei Beispielen demonstrieren und an-
schlieBend noch einige didaktische Hinweise zu den
einzelnen Schritten des Modells geben.

Beispiel 1:

Gegeben sei der nachstehende Ausschnitt aus einem
Stadtplan der gitterformig angelegten Innenstadt von
Mannheim. Wie viele Wege gibt es von P nach Q,
wenn man an jeder Kreuzung nur nach Osten (O)
oder nach Siiden (S) gehen darf.

N




Losungsweg 1:

Mogliche Wege sind etwa
OSSOSSOS
SSSSO00S
OOOSSSSS
SOOSSSSO

Antwort auf Frage (K1): JA.

Es ist offensichtlich, dass Wiederholungen auftau-
chen. Somit haben wir Fall (B).

Antwort auf Frage (K3): JA.

Man erkennt, dass die Anzahlen der Zeichen
0 bzw. ,,§“ durch den Stadtplanausschnitt deter-
miniert sind: Fiir den Weg von P nach Q muss man
LHirgendwie* drei Mal nach Osten und fiinf Mal nach
Stiden gehen. Damit hat man die Vielfachheiten
k, = Vielfachheit von O = 3 und k, = Vielfachheit von
S=5 gegeben.

Also handelt es sich um die Kombinatorik-Figur
(mW|vA).

Schritt 3: Man hat Fall II und entscheidet sich etwa
fiir das Alphabetmodell.

Wir haben die Zeichen ,,O bzw. ,,5° mit den Viel-
fachheiten k = 3 bzw. k,= 5; mittels dieser Zeichen
sollen Worter der Lange k= 8 gebildet werden.

Schritt 4: Die Benutzung der Formel liefert:

!
Anzahl der moglichen Wege ist % =56.

Losungsweg 2:
Schritt 1:

Man macht sich klar, dass insgesamt 8 Entscheidun-
gen beziiglich der einzuschlagenden Richtung getrof-
fen werden miissen. Von diesen 8 Entscheidungen
miissen genau 5 Entscheidungen fiir Siiden sein (und
die anderen 3 Entscheidungen miissen damit automa-
tisch fiir Osten sein).
Wenn man diese Entscheidungen mit E1, ..., E8 be-
zeichnet, hat man etwa folgende Stichproben-Bei-
spiele fiir die 5 Siiden-Entscheidungen:

E3 E4 E5 E7 ES

El E2 E3 E4 ES5

E2 E4 ES5 E6 ES8

Schritt 2:
Antwort auf Frage (K1): NEIN.
Es ist offensichtlich, dass keine Wiederholungen auf-

tauchen, denn eine Siiden-Entscheidung kann jeweils
nur einmal getroffen werden. Somit haben wir Fall

(A).

Antwort auf Frage (K2): NEIN.

(Die zeitliche Reihenfolge, in welcher die fiinf Sii-
den-Entscheidungen fallen, ist irrelevant.)

Also handelt es sich um die Kombinatorik-Figur
(oW|Rnb).

Schritt 3: Man hat Fall I und entscheidet sich etwa fiir
das Urnenmodell.

Man nimmt die Kugeln E1, ... , E8 ; das bedeutet
n = 8. Eine Ziehung besteht aus einer Sequenz von
fiinf Kugeln; das bedeutet £ = 5. (Wegen des Ergeb-
nisses bei Schritt 2 ist klar, dass ohne Zuriicklegen
gezogen wird und die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln unwichtig ist.)

Schritt 4: Die Benutzung der Formel liefert:

Anzahl der mdoglichen Siiden-Entscheidungen
(und damit die Anzahl der mdglichen Wege) ist

(Sj
=1680.
5

Man kann hier feststellen, dass das 4-Schritt-Modell
nicht starr, sondern flexibel ist:

Auf der Basis einer individuellen inhaltlichen Deu-
tung der Ausgangssituation (einmal Wege, die aus
fiinf Stiden-Strecken und drei Osten-Strecken beste-
hen; einmal eine Auswahl von fiinf Stiden-Entschei-
dungen aus insgesamt acht Entscheidungen) wird
mittels verschiedener Losungswege (eben durch Be-
nutzung verschiedener Kombinatorik-Figuren) die
gleiche Losung erzielt.

Allgemein formuliert: Schritt 1 erfordert Eigenstén-
digkeit bei der Analyse des gegebenen Sachverhalts
und Kreativitdt bei der Weise, wie dem Sachverhalt
geniigende Stichproben-Beispiele aufgeschrieben
werden konnen. Je nach diesen individuell getroffe-
nen Entscheidungen kdnnen sich dann unterschiedli-
che Losungswege ergeben.

Beispiel 2:

Im Supermarkt ,,Kaufrausch* gibt es folgendes Son-
derangebot: Beim Kauf von sechs Joghurts der Firma
»Joghuretta® bekommt man einen Sonderpreis, wel-
cher deutlich unter dem sechsfachen Preis eines ein-
zelnen Joghurts liegt; dabei darf man zwischen zehn
vorhandenen Sorten frei wihlen.

Auf wie viele Arten ist die Nutzung dieses Sonderan-
gebotes moglich?

Schritt 1:

Mogliche Einkdufe sind etwa (dabei seien die zehn
verschiedenen Joghurtsorten dieser Firma mit S1,
..., S10 bezeichnet):
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Einkaufsbeispiel 1: ~ S1 S3 S5 S6 S7 S9

Einkaufsbeispiel 2: ~ S1 S2 S5 S8 S9 S10
Einkaufsbeispiel 3: ~ S3 S3 S6 S6 S8 S8
Einkaufsbeispiel 4: S2 S2 S4 S4 S8 S8
Einkaufsbeispiel 5:  S4 S4 S4 S4 S4 S4
Einkaufsbeispiel 6:  S9 S7 S6 S5 S3 Sl
Schritt 2:

Antwort auf Frage (K1): JA.

Es ist offensichtlich, dass Wiederholungen auftau-
chen konnen, denn man kann ja mehrere oder gar alle
Joghurts von einer Sorte nehmen.

Somit haben wir Fall (B).

Antwort auf Frage (K3): NEIN.

Man erkennt an den Beispielen, dass die Vielfach-
heiten einer Joghurtsorte zuféllig zustande kommen:
Die Vielfachheiten hdngen ndmlich vollig von der
personlichen Vorliebe des Kéufers ab.

Somit haben wir Fall (B2).

Antwort auf Frage (K2): NEIN.

Man erkennt durch das Variieren von Stichproben-Bei-
spielen (hier das aus Einkaufsbeispiel 1 [Reihe 1] ent-
standene Einkaufsbeispiel 6 [Reihe 6]), dass die Rei-
henfolge der Joghurtsorten nicht wichtig ist; es zéhlt
nur, welche Joghurtsorten im Einkaufskorb sind.

Also handelt es sich um die Kombinatorik-Figur
(mW|Rnb).

Schritt 3: Man hat Fall  und entscheidet sich etwa fiir
das Urnenmodell.

Man nimmt die Kugeln S1, ... , S10 ; das bedeutet
n =10. Eine Ziehung besteht aus einer Sequenz von
sechs Kugeln; das bedeutet £ =6. (Wegen des Er-
gebnisses bei Schritt 2 ist klar, dass mit Zuriicklegen
gezogen wird und die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln unwichtig ist.)

Schritt 4: Die Benutzung der Formel liefert:
Anzahl der moglichen Joghurteinkdufe ist

10+6-1
~5005 .
)

3.3 Didaktische Anmerkungen
zu den Schritten des Modells

Zu Schritt 1: Zur Beantwortung der Fragen (K1) und
(K2) wird ein Vorgehen eingefordert, welches durch
den Begriff Spielen mit Stichproben-Beispielen be-
zeichnet werden kann. Damit ist gemeint, dass der Stu-
dierende (oder der Schiiler/die Schiilerin) eine Reihe
von Beispielen notiert und kritisch hinterfragt, ob diese
Beispiele alle Vorgaben der Aufgabe korrekt beriick-
sichtigen.

Zu Schritt 2: Ausgangspunkt fiir diesen Entschei-
dungsbaum war die in Lehrveranstaltungen re-
gelmifig auftauchende Frage, was eigentlich der
Unterschied zwischen den Kombinatorik-Figuren
(mW|Rnb) und (mW|vA) ist bzw. wie man diesen Un-
terschied erkennt. Als entscheidende Hilfe hatte sich
an dieser Stelle herausgestellt, eine Antwort auf die
Frage (K3) zu gewinnen. Zur Erlduterung betrachten
wir erneut zwei Aufgaben der Einleitung.

Bei der Aufgabe 1 der Einleitung sind die Vielfach-
heiten angegeben. Wihlen wir das Alphabetmodell,
so gibt es 146 Pliatze (ndmlich die vorhandenen
Klausuren), auf welche die vier Zeichen 1, 2, 3, 4
(fiir Priifer 1, Priifer 2, Priifer 3, Priifer 4) verteilt
werden sollen — wobei die Vielfachheit des Zeichens
1 gleich 53, die Vielfachheit des Zeichens 2 gleich
37, die Vielfachheit des Zeichens 3 gleich 20 und die
Vielfachheit des Zeichens 4 gleich 36 ist.

Bei der Aufgabe 2 der Einleitung sind die Vielfach-
heiten der Geschmacksrichtungen dagegen abhingig
von der Auswahl des Kunden, also zufallsabhédngig
(und also nicht von vornherein gegeben).

3.4 Grenzen bei der Benutzung des
4-Schritt-Modells

(1) Das 4-Schritt-Modell kann
umstéandlich sein

Anhand der Aufgabe 4 der Einleitung ldsst sich gut
aufzeigen, dass es zur Losung einer gegebenen Auf-
gabe auch einen einfacheren Weg als die Benutzung
des 4-Schritt-Modells geben kann.

Diese Aufgabe lésst sich ndmlich ganz einfach unter
Benutzung des Allgemeinen Zahlprinzips (AZP) 16-
sen (also ginzlich unter Aullerachtlassung des Vier-
Schritt-Modells):

Fiir den ersten Tagungsteilnehmer gibt es acht freie
Zimmer, fiir den zweiten Tagungsteilnehmer noch
sieben, fiir den dritten noch sechs, fiir den vierten
noch fiinf. Das AZP liefert sofort die gesuchte An-
zahl, namlich 8-7-6-5 = 1680.

Lost man diese Aufgabe dagegen mittels des Vier-
Schritt-Modells, kann es auch Losungswege geben,
die aufwendiger sind. Das soll im Folgenden durch
Angabe zweier Losungswege, die sich bei Studie-
renden fanden, demonstriert werden. Je nach der
gewihlten Notationsform bei Schritt 1 des Modells
kann die Losung dann recht knapp (Losungsweg 1)
oder auch umsténdlich und fehleranfillig (Losungs-
weg 2) sein.

[Dabei gelten im Folgenden die Abkiirzungen

Z: Zimmer, G: Gast.]
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Losungsweg 1:

Bei Schritt 1 werden folgende Stichproben-Beispiele
(in den Zeilen) notiert:

G1 G2 G3 G4
Z3 76 Z7 738
Z4 Z3 Z5 Z1
72 73 Z1 Z5
Z1 75 738 72

Man erkennt die Strategie bei diesen Notationen: Der
betreffende Studierende nimmt die Géste als Aus-
gangspunkt seiner Betrachtungen und gibt in einer
Tabelle Beispiele fiir eine Zuordnung von der Menge
der Zeichen fiir die Géste auf die Menge der Zeichen
fiir die Zimmer an.

Bei Schritt 2 wird (K1) mit NEIN, (K2) mit JA be-
antwortet. Damit liegt die Figur (oW|Rb) vor. Durch
Benutzung des Urnenmodells bei Schritt 3 (mit den 8
Kugeln Z1, ... , Z8 und 4 Ziehungen) ergibt sich bei

!
Schritt 4 die Losung _8 =1680.
(8 - 4)!
Lésungsweg 2:

Bei Schritt 1 werden (in den Zeilen der Tabelle) fol-
gende Stichproben-Beispiele notiert:

(2) Das 4-Schritt-Modell hat
klare Grenzen

Das Vier-Schritt-Modell beschréinkt sich auf Aufga-
benstellungen, die unmittelbar zu einer der betrachte-
ten fiinf Grundfiguren fiihren. Bei einer komplizier-
teren Aufgabenstellung muss die Aufgabe gegebe-
nenfalls so in Teilaufgaben zergliedert werden, dass
mehrere  Kombinatorik-Figuren sichtbar werden,
welche dann (etwa mittels der Summenregel oder der
Produktregel) verkniipft werden miissen.

4 Zusammenfassung

Das vorgestellte 4-Schritt-Modell bietet einige Vor-
teile:

Inhaltlicher Zugang zu Kombinatorik-Aufgaben:
Durch das schrittweise Vorgehen kann einerseits die

(oft blinde und ungeleitete) Suche nach der zu einer
gegebenen Aufgabe passenden Kombinatorik-Figur
und andererseits die iibliche Frage ,,Was ist wohl n
und was ist wohl £ ?7* vermieden werden.

Aufgrund der beim praktischen Einsatz des 4-Schritt-
Modells beobachteten Ergebnisse bei Studierenden
besteht Grund zu der Annahme, dass die oft vorhan-
denen Vorbehalte beziiglich der Kombinatorik-Auf-
gaben sehr stark abgeschwicht werden konnen.

Forderung prozessbezogener Kompetenzen:

Das Vier-Schritt-Modell (als Ganzes) soll als ein
mogliches Werkzeug verstanden werden, welches

z1[z2]z3]z4[z5] 26 [27]28
— |G1| —[G2]G3] — | —- ]G4
G2| — |G1| — |G4| — | G3]| —
—|G3|G4| —|G2| G1 | | —
— |G3| —|G2|G1]| — | G4a| —

Man erkennt die Strategie bei diesen Notationen:
Der betreffende Studierende nimmt die Zimmer als
Ausgangspunkt seiner Betrachtungen und gibt in ei-
ner Tabelle Beispiele fiir eine Zuordnung der Menge
der Zeichen fiir die Zimmer auf eine Menge, die aus
vier Zeichen fiir die Géste und einem Leerzeichen
besteht, an.

Bei Schritt 2 wird (K1) mit NEIN und (K3) mit JA
beantwortet. Argument fiir das JA bei (K3): Das
Leerzeichen (bei den leeren Zimmern) hat die Viel-
fachheit 4, die Zeichen G i (1 <i< 4) haben die Viel-
fachheit 1. Damit liegt Figur (mW|vA) vor. Durch
Benutzung des Alphabetmodells bei Schritt 3 ergibt

sich bei Schritt 4 die Losung 680.

8 _,
ST

Bei Losungsweg 2 kann es nun aber auch passieren,
dass man, wenn man das Leerzeichen nicht explizit
in die Notation aufnimmt, nicht weiterkommt und
keine Losung findet.

Schiiler/Studierende zur Losung von Kombinatorik-
Aufgaben verwenden konnen.

Durch ihre Aktivitdten bei den einzelnen Schritten
konnen die Schiiler/Studierenden gewisse Kompeten-
zen weiter ausbauen: Bei Schritt 1 des Modells wird
ihre Fahigkeit des Problemlosens geschult: Durch
die Angabe von konkreten Stichproben-Beispielen
erfassen und erkunden sie das gegebene Problem
und leisten somit eine Erhellung der Problems. Da
sie dann bei Schritt 2 zu den inhaltlichen Fragen be-
griindete Antworten geben miissen, wird die Fahig-
keit des Argumentierens geschult. Bei Schritt 3 wird
die Kompetenz des Modellierens betont: Sie miissen
selbststindig die gegebene Problemstellung in das
Urnen- oder Alphabetmodell iibersetzen.

Handhabbarkeit/Einsetzbarkeit:

Das 4-Schritt-Modell ist einsetzbar bei solchen Kom-
binatorik-Aufgaben, welche zu einer der behandelten
fiinf Grundfiguren gehdren. Durch das Modell ist ein
Weg beschrieben, welcher in fast algorithmischer Weise
durchlaufen werden kann. ,,Algorithmisch* heif3t dabei
natiirlich nicht ,,gedankenlos®, denn — wie erwahnt —
sind bei jedem der Schritte Kompetenzen erforderlich.
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,Lottofieber in Deutschland“ - stochastisch betrachtet

GERD RIEHL, BARSINGHAUSEN

Zusammenfassung: Ein Pressebericht vom Herbst
2007 iiber das Lottofieber in Deutschland gibt
Anlass, einige Fragestellungen zum Lottospiel zu
analysieren.  Hypothesentests mit Daten aus
dieser Zeit zeigen eindrucksvoll, dass selbst grofse
prozentuale Abweichungen vom Erwartungswert
nicht unbedingt signifikant sind. In diesen Fillen ist
auch die Normalverteilung als Approximation der
Binomialverteilung problematisch.

1 Einleitung

Wahrscheinlichkeiten im Zusammenhang mit dem
Lottospiel kann man nur in bestimmten Fallen mit
dem schlichten Laplaceansatz berechnen. Dies ist
insbesondere fiir alle Aufgaben erlaubt, die sich auf
den Ziehungsvorgang selbst beziehen, den man als
Urnenexperiment ohne Zuriicklegen auffasst, wobei
die 49 Kugeln als physikalisch nicht unterscheidbar
angeschen werden.

Dagegen versagt dieser Ansatz, wenn fir eine
konkrete Kombination von sechs Zahlen und eine
konkrete Teilnehmerzahl nach der zu erwartenden
Anzahl der Gewinner in den einzelnen Réngen
oder den zu erwartenden Gewinnquoten gefragt

ist. Man kann lediglich mittlere erwartete Quoten
berechnen (Abschnitt 2), von denen aber die
tatsdchlichen Quoten in der Regel liberzufillig stark
abweichen werden (Abschnitt 3).

In Abschnitt 4 behandeln wir mit dem Jackpot
zusammenhingende Probleme. Den Abschluss bilden
einige Anmerkungen zur Normalverteilung und zu
den verwendeten Tests sowie Hinweise auf mogliche
Schiileraktivitéten.

2 Hoch- oder Tiefquotenreihe?

Nachdem bei den elf Lottoveranstaltungen in der
Zeit vom 24. Oktober bis Ende November 2007
kein Spieler einen Treffer im 1. Rang erzielt hatte
und der sogenannte Jackpot dadurch auf {iber 30
Mio. Euro angewachsen war, las man iiberall in
der Presse vom ,,Lottofieber in Deutschland®. So
berichtete die Hannoversche Allgemeine Zeitung
iber die Samstagziechung vom 1. Dezember am
darauf folgenden Montag, also noch bevor die
Auswertungen der Lottozentralen vorlagen, unter
der Schlagzeile ,,Warten auf den Lotto-Koénig“. In
diesem Artikel wurden auch Einschitzungen und
Prognosen eines ,,Lottoexperten® zitiert (Abb. 1), die
wir im Folgenden mathematisch analysieren wollen.
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